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Historique

CEUEEN | optimisation est une branche des mathématiques cherchant

GO 3 modéliser, a analyser et a résoudre analytiquement ou
DIDI L. N . . N e
numériquement les problémes qui consistent 3 minimiser ou
Historique maximiser une fonction sur un ensemble. L'optimisation joue un

réle important en :

® la recherche opérationnelle (domaine a la frontiére entre
I'informatique, les mathématiques et I'économie),

® mathématiques appliquées (fondamentales pour I'industrie
et I'ingénierie),

® analyse et en analyse numérique,

® statistique pour 'estimation du maximum de vraisemblance
d’une distribution,

® |a recherche de stratégies dans le cadre de la théorie des
jeux,

® théorie du contréle et de la commande.
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Historique

EUEEEN  Les premiers problémes d'optimisation auraient été formulés par
B, Mifsem Euclide, au I1]°¢ siécle avant notre ére, dans son ouvrage
DIDI . . d P
historique Eléments.

Historique

Figure — Mécanicien et un mathématicien grec

4/115

On+imicatrinn



Historique

TELENE 300 ans plus tard, Héron d’Alexandrie dans Catoptrica énonce
Dr. Ibtissem le « principe du plus court chemin » dans le contexte de
DIDI ’ .
I'optique.

Historique

Figure — Ingénieur
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Historique

ELEEYE  Au XVlle siécle, 'apparition du calcul différentiel entraine

SO |'invention de techniques d'optimisation, ou du moins en fait
DIDI . , ., . P
ressentir la nécessité. Newton met au point une méthode
Historique itérative permettant de trouver les extremums locaux d'une

fonction en faisant intervenir la notion de dérivée.

Figure — Philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste, astronome

P ot théolocien anclaic puis britanniane 6/115



Historique

TEUEETE  Cette nouvelle notion issue de ses travaux avec Leibniz permet
T de grandes avancées dans |I'optimisation de fonctions car le
DIDI N PN . P
probléme est ramené a la recherche des racines de la dérivée.

Historique

Figure — Philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate,
juriste, bibliothécaire et philologue allemand
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Historique

Optimisation Durant le XVllle siécle, les travaux des mathématiciens Euler et

Sl Lagrange ménent au calcul des variations, une branche de
DIDI ’ . . L
I'analyse fonctionnelle regroupant plusieurs méthodes
Historique d’optimisation.

Figure — Mathématicien et physicien suisse
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Historique

Mall  Lagrange invente une technique d'optimisation sous

D~-lljl:gslsem contraintes : les multiplicateurs de Lagrange.

Historique

Figure — Mathématicien, mécanicien et astronome italien naturalisé
francais
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Historique
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Historique

Le XIXe siécle est marqué par I'intérét croissant des
économistes pour les mathématiques. Ceux-ci mettent en place
des modéles économiques qu'il convient d'optimiser, ce qui
accélére le développement des mathématiques. Depuis cette
période, |'optimisation est devenue un pilier des mathématiques
appliquées.
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Historique

EUEEN  On peut tout de méme évoquer l'invention de plusieurs

SN méthodes itératives utilisant le gradient de la fonction, ainsi que
oo I'utilisation du terme « programmation mathématique », pour
Historique désigner des problémes d'optimisation. Historiquement, le

premier terme introduit fut celui de « programmation linéaire »,
inventé par George Dantzig vers 1947.

Figure — Mathématicien américain, notamment inventeur de
I'algorithme du simplexe en optimisation linéaire
11/115
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Probléme d’optimisation

Optimisation

Un probléme d’'optimisation () s'exprime de la maniére
Dr. Ibtissem

suivante :

DIDI
Définition
Probléme Etant donné une fonction f : R — R trouver un élément T de
T ot R tel que f(Z) < f(x) pour tout x € R. On dit que I'on cherche

tion

a minimiser la fonction f sur |'ensemble R.

e |a fonction f peut s’appeler : fonction-codt, ou simplement
codt, fonction-objectif, ou simplement objectif, critére, etc.

® [’ensemble R est appelé : ensemble admissible, et les
points de R sont appelés les points admissibles de (IP).

® Le point T est appelé solution ou minimum ou bien
minimiseur de (IP).
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Probléme d’optimisation

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI
Le probléme d’optimisation (IP) peut s'écrire de plusieurs

maniéres :

Probléme .
:ii';:timisa- gé% f(z)
min {f(z)|z € R}
min f(R)

ou
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Probléme d’optimisation

Optimisation
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Dans la pratique, il est souvent difficile de déterminer une
: fonction-objectif @ minimiser, et les diverses fonctions-objectifs
Probléme choisies donnent lieu d autant de problémes d’'optimisation
d’optimisa- . .

tion différents. X est I'espace des paramétres (disant que X est un
espace vectoriel de dimension finie). La partie R de X est
I'ensemble des contraintes. R est représenté de diverses
maniéres, par des égalités a;(z),i = 1, p ou des inégalités
cj(x),j =1, q a respecter, des bornes a ne pas dépasser. Si R
est I'espace X tout entier, c’est-a-dire si on laisse toute liberté
dans le choix de x, on parlera de probléme d'optimisation sans
contraintes.
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Probléme d’optimisation

Optimisation
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Moyennant le changement de fonction f en —f, on peut
Probléme convertir une formulation "maximiser" en une formulation

d’optimisa- T n .
tion minimiser” et vice versa.

Maximiser f revient 3 minimiser —f.

Explication
f(2) < f(@),Y2 € R = —f(x) > —f(z),Vz € R

15/115
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Probléme d’optimisation
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) , Toutefois il ne faut pas s’y fier : si certaines propriétés de f sont
Probléme maintenues par passage de f en —f (continuité, différentiabilité
et ou linéarité), d’autres, cruciales, sont détruites par cette
transformation ; par exemple "minimiser f sur R avec f et R
convexes" peut &tre considérer comme un probléme facile, alors
que "maximiser f sur R avec f et R convexes" est de fait un
probléme d'optimisation trés difficile.
La convexité est un exemple de propriété tournée davantage
vers la minimisation que vers la maximisation.
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Région admissible

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

N'importe quel point z satisfaisant les contraintes d'égalités et
d'inégalités est dit point admissible de IP. L'ensemble de point
satisfaisant ces contraintes est dit région admissible de f(x).
Région Ainsi la région admissible peut &tre définie par I'ensemble

admissible

R = {z/a;(x) = 0 pour i = 1,p et ¢j(z) > 0 pour j =1,q}

N’'importe quel point = qui n’appartient pas a R est dit point
non admissible
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admissible

On+imicatrinn

Région admissible

® Si les contraintes du probléme P étaient toutes des
inégalités, les contraintes se divisent en 3 parties :

@ Point intérieur est un point pour lequel ¢;(x) > 0 pour
tout j. Ceci est un point admissible.

@ Point au bord est un point pour lequel au moins un
¢j(x) = 0. Ceci peut &tre ou ne pas étre un point
admissible.

@ Point extérieurs est un point pour lequel au moins un
¢;(z) < 0. Ceci est un point non admissible.

¢ Si une contrainte ¢,,(x) est nulle durant une itération
spécifique, elle est dite active.

® Si ¢y, () est nulle la convergence est atteinte, I'optimum z
est localisé au bord. Dans ce cas 13, le point optimal est dit

contraint.
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Exemple 1
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d’optimisation suivant :

En utilisant la méthode graphique, résoudre le probléme

=22 + 23 — 471 + 4
=21 —2x2+62>0
:—$%+$2—120
:.’L‘lzo
=x22>0
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Solution

Optimisation

GO | a fonction objectif est exprimée comme suit :
DIDI

(x1 —2)* 425 =0C

Ainsi les contours de f(z) dans le plan (x1,z2) sont des cercles
de centre (2,0) et de rayon = v/C. Les contraintes c;(z) et
ca(x) impliquent

1
1'2351‘14‘3

et
1'2233%—‘1-1

respectivement, tant que c3(z) et c4(z) impliquent la positivité
de z1 et x9.
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Solution

Optimisation

Dr. Ibtissem c2(x) = - x|2+xzr|
DIDI

€1 (X)=X1-2X246

Exemple 1
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Solution

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

La solution est localisée au point R sur le bord de ca(z). Le
point optimal est donc contraint car co(Z) = 0. Par conséquent,
si le probléme était résolu par une méthode de programmation,
la contrainte co(z) deviendra active dés que la solution sera
atteinte.

Si les deux contraintes c¢;(z) et ca(x) n'existent pas, le
minimum sera le point B.
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Exemple 2

Optimisation
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d’optimisation suivant :

En utilisant la méthode graphique, résoudre le probléme

=22 + 23 + 219
=22 +22-1=0
=x1+29—05>0
:.’L'lzo

=x2 >0
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Solution

Optimisation

Dr. Ibtissem

DIDI La fonction objectif est exprimée comme suit :
24 (ra+1)2=C+1

Ainsi les contours de f(z) dans le plan (x1,z2) sont des cercles
de centre (0,—1) et de rayon » = +/C + 1. La contrainte a;(z)
est un cercle de centre (0,0) et de rayon r = 1. La contrainte
c1(z) est une droite

9 < 0.5 — 1

Les contraintes co(x) et c3(z) impliquent la positivité de z; et
xIo.

24 /115

On+imicatrinn



Solution

Optimisation

Dr. Ibtiss
DIDI

Exemple 2
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Solution

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

Dans ce cas 13, la région admissible est |'arc de cercle a;(z) =0
dans le quadrant positif du plan (z1,z2). La solution est
localisée au point R. Le point optimal Z(1,0) est donc contraint
car a1(Z) = 0 et c3(z) = 0. Par conséquent, si le probléme était
résolu par une méthode de programmation, la contrainte co(x)
deviendra active dés que la solution sera atteinte.

Si les deux contraintes c¢;(z) et co(x) n'existent pas, le
minimum sera le point B.
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Dans ce chapitre, on va donner des définitions du vecteur
gradient, la matrice hessienne et les différents types d’extremum
(maximum et minimum). Les conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité. Par conséquent, une classe de fonctions
convexes et concaves sera introduite. A travers ce chapitre ,on
va se focaliser sur des problémes d’optimisation non linéaire

Complléments
athéma- min f — f(l‘)
sc: TxER
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Définition d'une forme quadratique
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Définition
Soit H une matrice symétrique n X n et ¢ € R™. On appelle
forme quadratique la fonction f : R™ — R définie par

1
f(z) = §xTHx —g'z
Lorsque la matrice H posséde certaines propriétés, la fonction f
peut prendre un nom particulier. La propriété a laquelle nous

allons nous intéresser est la positivité.

28 /115




Définition d'une forme quadratique
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Définition
Soit H une matrice symétrique n x n et g € R™. On dit que H
est semi-définie positive (SDP) et on note H > 0, quand

tTHx > 0,Vz € R?

On dit que H est définie positive (DP) et on note H > 0, quand

tTHx >0,Yz e R",z £0
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Définition d'une forme quadratique

Optimisation

Sl Cette définition peut &tre reliée aux valeurs propres de la
matrice H :

Propriété

Soit H une matrice symétrique n X n. On note A\;,7 = 1,n ses
valeurs propres (réelles). On a les équivalences suivantes :

H>0<= X>0,i=1,n

H>0<= X\>0,i=1,n

Lorsque la matrice H est définie positive (resp. semi-définie
positive), on dira que f(x) est une forme quadratique définie
positive (resp. semi-définie positive).
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Définition de la différentiabilité

Optimisation

Dr. Ibtissem

DIDI Dans R™ on note x le vecteur colonne

I
xr =
‘TTL
et la notation ||.|| désignera, la norme euclidienne

-

n 2
ol = (z )
Calcul differentiel
k=1
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Calcul difféerentiel

Définition de la différentiabilité

Soit f : R™ — R™ représentée dans la base canonique de R™
par le vecteur

fi(z)
f(z) = :

continue en a € R™. On dit que f est différentiable en a s'il
existe une application linéaire, notée f'(a), telle que pour tout
d € R™ on ait

fla+d) = f(a) + f'(a)d + ||d| e(d)

ol €(.) est une fonction continue en 0 vérifiant (liin(l) €(d) = 0. On
%

appel f’(a) dérivée de f au point a.

v
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Calcul de la dérivée premiére

Optimisation

Rl On peut d’ores et déja donner un résultat "pratique" permettant
de calculer directement la dérivée a partir du développement.

Proposition
Soit f: R™ — R™ différentiable en a, alors

Cette méthode d’estimation du gradient est souvent appelée
différences finies. La quantité f’(a)d est la dérivée directionnelle
de f au point a dans la direction d. La proposition suivante fait
le lien entre la matrice de f’(a) et les dérivées partielles de f au
point a :

Calcul difféerentiel
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Calcul de la dérivée premiére

Optimisation

Proposition

Dr. Ibtisser . Pt . L
S Soit [ : R — R™ différentiable en a, alors on peut représenter

/'(a) par sa matrice dans les bases canoniques de R™ et de R™

eton a
_ Ofi

[f'(a)]i; = or; (a)

On appelle souvent f/(a) la matrice jacobienne de f au point a.
Lorsque m = 1 on adopte une notation et un nom particuliers :
le gradient est le vecteur noté V f(a) et défini par

f'(a) = Vf(a)"

et on a
fla+d) = f(a)+ Vf(a)"d+|d|e(d)
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Dérivée seconde

EUEEN  On se place maintenant dans le cas m = 1, soit f : R — R.

Définition

Dr. Ibtissem
DIDI

L’application f : R® — R est dite deux fois différentiable s'il
existe une matrice symétrique V2f(a) telle que

fla+d) = f(a) + Vf(a)Td+d"V?f(a)d+ ||d|* e(d)

On appelle V2 f(a) matrice hessienne de f au point a. Comme
I’énonce le théoréme suivant, cette matrice s'obtient a partir
des dérivées secondes de f :

Théoréme

CEPT  Soit f : R™ — R deux fois différentiable en un point a. Si on
note g(x) = V f(x) alors la matrice hessienne est définie par
V2f(a) = ¢'(a), soit
(@ =) st .
[VZf(a))ij =

i =
J BIla:C]




Introduction

Bl | a convexité est a la base une propriété géométrique, assez
SO intuitive d'ailleurs, qui permet de caractériser certains objets.

On voit assez bien ce qu’est un objet convexe dans un espace a
deux ou trois dimensions. Nous allons maintenant montrer
comment cette propriété peut aussi s'appliquer aux fonctions de
R™ dans R.

objet convexe objet non convexe

\/

Notion de
convexité

36/115
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Ensemble convexe

Définition (ensemble convexe)

Soient x; et zo deux vecteurs de R™. Le segment de droite joi-
gnant I'extrémité de ces vecteurs, |'ensemble des point :

D={zeR"/z=ar1+ (1 —a)r2,0 <a <1}

. 4
Exemple. Considérons les deux vecteurs z1 = < ) et

(%) |

Soit [Py, P,] le segment de droite reliant les extrémités de z; et
Z9.

[Pl,PQ]:{xeRz/x:a<‘11>+(1—a)<§>,0§a§1}

En faisant varier la valeur de o entre O et 1, on obtient les

points de segment. 37/115
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a=0
1
o= -
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1
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3
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a=1
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Exemple

Optimisation

Ces points sont représentés sur la figure suivante.

Dr. Ibtissem
DIDI
P
4
/o
4 /
./
/
2 /
/
/ “
1 / )]
/ _//
Voo— 5
: 0 1 2 3 4
Notion de

convexité

Figure — Segment de droite reliant P, 3 Ps.
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Fonction convexe

optimisation Ml Définition (fonction convexe)

SRR Soit S un ens. convexe de R"; f: S — R est dite convexe sur
S si:

V(z,y) € 5%, Va € 0,1], f (az + (1 — a)y) < af(z)+(1—a)f(y)

On dira que, f est strictement convexe sur S si pour x £ y :
V(z,y) € S%Va € 10,1], f(ax+ (1 — a)y) < af(z)+(1—- oz)j;y

fonction convexe fonction non-convexe
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Caractérisation de la convexité en termes du hessien
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DIDI Propriété

Si f : R — R est 2 fois continiiment dérivable sur .S convexe alors
f est convexe ssi f”(x) > 0, Vo € S et strictement convexe ssi
f’(x)>0,Vz €S,

Ce résultat se généralise pour n > 1 : le résultat suivant fait le
lien entre le hessien et la propriété de convexité :

Théoréme

Si f:R™ — R est 2 fois continiment dérivable sur S convexe
alors f est convexe ssi V2f(x) > 0, Vo € S et strictement
convexe ssi V2f(x) >0, Yz € S.
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Caractérisation de la convexité en termes du hessien
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Le corollaire suivant est immédiat :
Corollaire

Soit f une forme quadratique définie par

1
flx) = §$TH3: —glz

alors f est convexe ssi H > 0, et strictement convexe ssi H > 0.

Cela provient du fait que V2f(z) = H
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Caractérisation de la convexité en termes du gradient
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Dans le cas ou la fonction f n’est supposée qu'une fois
différentiable, on a le résultat suivant :

Soit f : S C R™ — R une fonction une fois différentiable,
alors f est convexe ssi

f) > f@)+ V@) (y—2),¥(z,y) € S°

La fonction f est strictement convexe ssi

f) > f@)+ V@) (y—2),¥(z,y) € % a#y
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Types d’extremum

Optimisation Définition 1

SRl Un point 7 € R, est dit un minimiseur local de f(z) s'il existe
€ > 0 tel que

f(@) < f(=)

rERet|z—Z| <e

Définition 2
Un point Z € R, est dit un minimiseur global de f(z) tel que
Ve eR

|

f(@) < f(=z)

Si la définition 2 est satisfaite en Z alors la définition 1 est aussi
satisfaite en Z et donc un minimiseur global est aussi un
minimiseur local.

4
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Types d’extremum
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Local Maximum

VA N
< \/
\

Global Minimum” Local Minimum

,Clol}al Maximum

Types d’extremum
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Le gradient g(x) et le Hessien H(x) doivent satisfaire certaines
conditions en Z (minimiseur local). Deux conditions vont &tre
présentées :

@ Conditions qui vont &étre satisfaite en . Ce sont des
conditions nécessaires.

® Conditions qui vont garantir que T est un minimiseur local.
Ce sont des conditions suffisantes.

Conditions
nécessaires pour
un minimum local

46 /115
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Introduction

Définition (Direction)
Soit 6 = ad une variation de x ot a > 0 et d est le vecteur
direction. Si R est la région admissible et une constante & > 0

existe telle que
r+adeR

Pour tout av avec 0 < v < @&, alors d est dite direction admissible
au point x.

Exemple. La région admissible d’un probléme d’optimisation
est donnée par :

7?’:{m/‘fljl 22,$2 ZO}

Lequel des vecteurs dy = [-2 2]T, do = [0 2]T et d3 = [2 0]
est une direction admissible au points 21 = [4 1]7, x5 = [2 3]
et x3 = [14]77

47 /115



Exemple

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

Ed
[S)

x\xﬁ\i\\§

,,,,,,,,,,, 77

7 I

w7 2
2 4

X1
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dy est une direction admissible au point x1 pour tout
0<a<&poura=1.

® d5 et ds sont des directions admissibles au point z1 pour
tout 0 < a < & avec & > 0.

® dy n’est pas une direction admissible au point ;.

® & > 0 pour lequel do et d3 sont des directions admissibles
au point xs.

® dy, do et d3 ne sont pas des directions admissibles au point
x3, car x3 n'appartient pas a la région admissible.

49 /115
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Conditions nécessaire du premier ordre

Optimisation

MR La fonction objectif doit satisfaire deux types de conditions dans
ibl le but d’avoir un minimum, dites, conditions du premier et du

second ordre. Les conditions du premier ordre utilisent la

premiére dérivée, i.e., le gradient.

Théoréme

O Si f(z) €C ! et Z est un minimiseur local, alors
g(@)"d >0

pour toute direction admissible d au point Z.

® Si T est localiser a l'intérieur de R alors

9(x) =0
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Conditions nécessaire du second ordre
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Les conditions nécessaire du second ordre utilisent non
seulement les dérivées premiéres mais aussi les secondes
dérivées, équivalent, le gradient et le Hessien.

Soit d est une direction arbitraire au point x.

Rappelons que,la forme quadratique d” H(x)d est dite D.P,
S.D.P, S.D.N et D.N si d’H(z)d > 0, > 0, < 0 et < 0
respectivement, pour tout d # 0 au point x. Si d” H(z)d admet
des valeurs positives et négatives est dite indéfinie.
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Conditions nécessaire du second ordre

Optimisation . N
Théoréme

Dr. Ibtissem . 2 _ L.
DIDI ® Si f(z) € C © et T est un minimiseur local, alors pour

toute direction admissible d au point Z,
O g(x)"d>0
@ Si g(z)Td=0, alors d" H(z)d > 0
@® Si T est un minimiseur local & 'intérieur de R alors,

O g(7)=0
@ d'H(z)d >0, Vd # 0.

Exemple 1. Soit 7 = [} O}T un minimiseur local du probléme

min f(x) = w% — 21+ z9 + x129
sc:x1>0,29 >0
Montrer que les C.N du second ordre sont vérifiées.
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Conditions nécessaire du second ordre

S Solution. Les dérivées partielles premiéres de f sont :

Dr. Ibtissem

DIDI af

—:2x1+x2—1,—f::61+1
0x1 T

Si d = [dy do]” est une direction admissible, on obtient :
g(x)ld = (2x1 4+ 29 — 1)dy + (21 + 1)ds
au pointx =2
o) d = 2dy
et pour do >0, on a:

g(@®)Td>0

Ainsi, les C.N du premier ordre sont satisfaites.
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Conditions nécessaire du second ordre

Optimisation

Dr. Ibtissem

= Maintenant, si dy = 0,

g(@)Td=0

wo-(13)

d'H(z)d = 2d2 > 0

le Hessien est :

et

Pour toute valeur de dy. Ainsi; les C.N du second ordre sont
satisfaites.
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Conditions nécessaire du second ordre

CEUSEN  Exemple 2. Les points p; = [0 0] et po = [6 9]7 sont des

GO minimiseurs probables du probléme :
DIDI

min f(z) = 25 — 2329 + 223
sc:x1>0,29 >0

Solution. Les dérivées partielles premiéres sont :

of
8_301 = 31:% — 21172, a—@ = 4xz9 — 27

Si d = [dy do]” est une direction admissible, on obtient :

2

g(x)Td = (322 — 2x120)dy + (4xy — 2%)dy
aux points p; et p1
g(pi)Td =0

Ainsi, les C.N du premier ordre sont satisfaites.
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Conditions nécessaire du second ordre

Optimisation

Dr. Ibtissem

ey Le Hessien

6x1 — 229 —2x
o= (012 20)

H(p1)=<g 2)

d"H(py)d = 4d% > 0

si x = p; alors

Donc

Ainsi, les C.N du second ordre au point p; sont satisfaites.
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Conditions nécessaire du second ordre

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

si x = po alors
18 —12

dT H(po)d = 18d3 — 24dydy + 4d3

Donc

qui n’est pas définie. Ainsi, les C.N du second ordre au point po
ne sont pas satisfaites.
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Classification des points stationnaires

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

Si les points extremums appelés minimiseurs et maximiseurs,
sont localisés a I'intérieur de la région admissible, ils sont
appelés points stationnaires lorsque g(x) = 0 en ces points.
Un autre type de points stationnaires est le point selle ou
point col.

[llustrons toutes les définitions précédentes dans le cas d'une
fonction a deux variables.

ion
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Classification des points stationnaires

JILENIN  Pour ce type de fonction, z = f(z,y), le graphe est une surface
S dans |'espace a trois dimensions. Une telle fonction présente un
DIDI . . . .
maximum au point P(zo; yo; f(xo,v0)), si f(zo,yo) atteint une
valeur supérieure a toutes celles que prend f(x,y) au voisinage
de x = xp et y = yp, comme indiqué sur la figure.

Classification des
points
stationnaires
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Classification des points stationnaires

Optimisation

De méme, f(x,y) posséde un minimum au point

Or. lbtissem P(xo;y0; f(x0,90)), si f(zo,y0) atteint une valeur inférieure a
toutes celles que prend f(z,y) au voisinage de x = x¢ et

Yy = yo; ce cas est illustré par la figure.

ion
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Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

ion

Classification des points stationnaires

[l en résulte qu'au point P(zo;yo; f(xo,y0)), il existe un plan
tangent horizontal. Ce plan tangent est engendré par deux
tangentes, elles-mé&mes déterminées par :

Ainsi, la condition nécessaire a 'existence d'un extremum est la

suivante o7 of

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. En effet, il

existe des fonctions pour lesquelles —— = — = 0 sans qu'il
or 0Oy

existe un extremum en ce point. Dans ce cas, on parle de
point-selle.
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Classification des points stationnaires

CELEETE  Bien que les deux tangentes soient horizontales, il est toujours
Bl possible de trouver un point situé au-dessus du point-selle et un
oo autre au-dessous, ceci quelque soit le voisinage du point-selle

considéré. Notons encore, qu'en un point-selle la fonction
présente un minimum pour |'une des variables et un maximum
pour l'autre variable.

Classification des
points
stationnaires
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Classification des points stationnaires

ELEEYE || faut donc remplir une condition suffisante qui est la suivante :

Dr. Ibtissem 2 2 2 2
P L B T A
0x? Oy? 0xdy
Ainsi on obtient le résultat suivant :
Résultat. Soit P(xo,yo, f(xo,y0)) le point en lequel :
of _of _
or Oy

Alors si en ce point :
>*f
(1) 82;

0o 922 <0etD >0, f posséde un maximum au point P.
x

>0et D >0, f posséde un minimum au point P.

® Si D <0, f ne posséde ni minimum ni maximum au point
P, mais un point-selle.
O Si D =0, on ne peut rien conclure:

ion
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Classification des points stationnaires

ELERN  Exemple 1. Soit la fonction 2z = f(x1,22) = —22 — 3. Les
i i points stationnaires s'obtiennent en résolvant le systéme
)ID )
d’'équations :
0
of _
8951
0
f
(9%2
c'est-a-dire :

—2$1 =0 I = 0
—23;‘2 0 T2 0
Dong, il existe un point stationnaire qui P = (0,0,0). Pour

connatitre la nature de ce point, il suffit d'appliquer le résultat
précédent.

ion
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Classification des points stationnaires

Optimisation Ainsi on trouve :
Dr. Ibtissem an
DIDI —2
Oxy

Donc, P = (0,0,0) est un maximum, comme le montre le
graphe de la fonction f sur la figure.

=-2<0etD=4>0
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Classification des points stationnaires

VSRR Exemple 2. Soit z = f(x1,22) = 427 — 2129 + 2% — 23

GO On résout le systéme suivant :
DIDI
8:‘[}1—1‘2—31‘% =0
—x1+ 2z =0

Ainsi, on obtient deux points stationnaires : P; = (0,0,0) et
b (55125
27 \24 16
© Pour le point P; = (0,0,0), nous avons :
0% f
Ox?
Donc le point P; = (0,0,0) est un minimum.
5 o 125
Pour le point P, = | =, —, —
@ Pour le point P (2,4, 16
o2
ﬂ—,1£:—7<06tD:—15<0 66/ 115

=8>0etD=4>0

), nous avons .




Classification des points stationnaires

Optimisation

Il ne s’agit ni d’'un minimum ni d'un maximum, mais d'un
Dr. Ibtissem : . -
SRl point-selle de la fonction. Comme le montre la figure.

ion
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Classification des points stationnaires

Optimisation

BN Le point selle : Soit x = 7 + ad € R au voisinage du point
r. DTISSEer
DIDI selle Z, la série de Taylor est donnée

£(&) = 1(@) + 50 H@)d + ofe? |d])

puisque ¢g(Z) = 0. D’aprés la définition d’un point selle, il existe
deux directions d; et ds telles que

f(@+adi) < f(7) et f(Z+ ady) > f(T)
Ainsi, on a
dVH(z)dy < 0 et di H(z)ds >0
Du coup la matrice H(Z) doit étre indéfinie.
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Classification des points stationnaires

Optimisation

. (e Exemple 3. Trouver la nature des points stationnaires de
DIDI

f@) = (x1 = 2)° + (22 - 3)°
Solution. Les dérivées partielles premiéres de f(z) sont

of

——3(x1—2)2:0etﬁ:3($2—3)2:0
81‘1

81‘2

Ainsi, Z = (2, 3). Donc le Hessien est donné par

6(x1 —2) 0

H(z) = 0 6(zs — 3)

En remplacant, Z en H(z), on obtient H(z) = 0.
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Classification des points stationnaires

Optimisation H est semi-définie, donc on passe aux troisiémes dérivées.

3 3
Dr. Ibtisse 8 8 f
G Toutes les dérivées troisiémes sont nulles sauf 8_ est P
x
5

qu’elles sont égal toute les deux a 6.
Pour le point T + 0, le quatriéme terme de la série de Taylor est

donnée par
0? 03
<53a é +5§’8x§) =63 4 63

qui est positive pour §1, 92 > 0 et négative pour 1,09 < 0. Ainsi
f(z+0) > f(&) pour §1,92 >0

et
f(Z+0) < f(z) pour §1,02 <0

Donc Z n'est ni un minimum, ni un maximum, c'est un point
selle.

ion
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Introduction

Optimisation

S Selon la dimension de la fonction objectif & optimiser, il existe
oo les méthodes unidimensionnelles et multidimensionnelles qui
sont des méthodes déterministes. Les méthodes
unidimensionnelles sont utilisées dans I'optimisation de fonctions
a une seule variable. Deux grandes classes d’optimisation
unidimensionnel existent : les méthodes de Recherche Linéaire
(Line Search Methods) et les méthodes d'approximation, ces
méthodes sont basées sur des techniques qui permettent de
localiser le point minimal de la fonction a partir de réductions
successives de l'intervalle de recherche. Parmi ces méthodes,
citons la méthode de Dichotomie, la méthode de Fibonacci,
la méthode de la Section d’Or et la méthode de
I'interpolation quadratique (parabolique)/cubique.
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Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

Introduction

Un probléme d'optimisation unidimensionnel est définit par
min F' = f(x)

ol f(x) est une fonction & une seule variable. Ce probléme a
une solution si f(z) posséde un seul minimum dans un
intervalle considéré x;, < z < zy, ol xy, et xy sont les limites
inférieure et supérieure respectivement du minimiseur Z.

Dans les méthodes de Recherche Linéaire, T appartient d un
intervalle [z, zy| appelé intervalle d’incertitude, le but est
de réduire d'une maniére itérative |'intervalle jusqu’'a obtenir le
plus petit intervalle [z, ] qui contient Z.

Dans les méthodes approximatives, on fait une approximation
de la fonction par un polynéme d'ordre 2 ou 3, en général, puis
appliquer les méthodes classiques du calcul différentiel.
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Fonctions unimodales

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI ——
Définition

On dit qu'une fonction f est unimodale sur un intervalle réel
[A, B] si elle admet un minimum @ € [A, B et si Va; € [A, B]
et Voo € [A, B] avec a; < aig, on a :

0 o <= f(a1) > f(a2)

0 o >a= f(a) < fla2)
Une fonction unimodale sur [A, B] a donc la propriété d’avoir

un minimum locale unique, mais , elle n'est pas nécessairement
dérivable, ni méme continue.
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Objectif

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

Considérons une fonction uni-modale qui a pour minimum
appartenant a l'intervalle [z, zy| qu'on doit le localiser.
Supposons qu’on connait la valeur de f en deux points
Za,Xp € [xL,zy]. Ainsi, on aura 3 possibilités :

(1] f(xa) < f(xb)

(2] f(xa) > f(xb)

(3] f(xa) = f(xb)
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Objectif

Si on ai dans le premier cas ainsi, on aura soit T € [z, x,], soit
T € [zq,xp], donc il sera forcément dans [z, zp).

f®

F(xp)

g

Xa Xp

X Xy
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Objectif

Optimisation Si on ai dans le second cas ainsi, on aura soit T € [z, zy], soit

SIS T < [x,,xp), donc il sera forcément dans [z4, zy].
DIDI

J®

ﬂxa) “““

fOp) Fmmmmm—
|

X
Xp

X Xy
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Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

S®

Jag=f )

Si on ai dans le troisieme cas ainsi, on aura T € [zq, Tp).

I
I
I

Xa X

W//////W .

xp Xy
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Algorithme de la méthode de dichotomie

Optimisation o Donner Tr, TU et €
D:.El)bltl:i)slsem ® Initialiser k =0

® Calculer L =zy —
Répéter
L tay

X

2

§=10"3x L

Tg =11 — 0

Ty =1 + 1)

f(a) et f(w)
® Si f(za) < f(xp) alors zy =
® Si f(za) > f(zp) alors zp =z,
® Sinon z;, = 7, et xy = p
e Calculer a nouveau L = zy — xp,
° k=k+1

Tant que L > ¢

rr + 2y

O Donner z; = —5 et f(xs)
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Optimisation

Dr. Ibtissem

= Aprés k itérations, |'intervalle d’incertitude se réduit a

k
1

In=1{=) I

o= (3)
L’inconvénient de cette méthode est I'évaluation de la fonction
f en deux points. Ainsi, la méthode de dichotomie n'est pas
optimale, en ce sens que, pour un nombre fixé N de calcul de
f. elle n’aboutit pas a l'intervalle réduit le plus petit possible.

L'utilisation d’une suite de Fibonacci conduit & une méthode
optimale.
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Objectif

Optimisation On considére un intervalle d’'incertitude

Dr. Ibtissem

DIDI Iy = [xL,k’ xU,k]

et soient x, 1, et 3, deux points de I'intervalle Ij,.

f(x)
Ty

I

|

I

1
XLk Xak Xpk “Uk
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Objectif

DRI Les valeurs de f aux pts x4 et 2y sont f (x4 k) et f(zpk).
Dr. Ibtisem ® Si f(zar) < f(zpx), on choisi I'intervalle a gauche
IE =[x, o).
® Si f(xqr) > f(xpx), on choisi I'intervalle a droite
II?—f—l = [xmk,xU’k].
® Si f(xar)=f(xpk), on a soit I,f_H soit I,ﬁl.

fx)
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Objectif

CEUEEN  Sile minimiseur appartient a |'intervalle I,fH et que la valeur de

GRS f(x) est connue en un point dans I,fﬂ noté xp 1. Ceci est
DIDI . .. Ly .
suffisant comme conditions pour pouvoir réduire |'intervalle
R , : L R a -
I}’ ;- Du coup, I'un des intervalles I}/, , et I;” , va &tre choisi
et ainsi de suite.

fx)
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Objectif

TELENIN  D'aprés |a figure précédente, on a
Dr. Ibtisser _ 1L R
ool I, = Ik—i—l + Ik+2
On suppose que
If =14, =1
k1 = L1 = Lk
L _ 7R _
Iityo = Iiyo = Iy
On obtient ainsi,
Iy = Ty + Iig2

Si cette procédure est répéter plusieurs fois un ensemble
d'intervalle va étre généré comme suit :

L=1+13
Iy =13+ 14

I, = n+1 + In—|—2 83 /115
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Objectif

Optimisation Dans ce systéme de n équations il existe n + 2 variables. Si I

CONEEN  |'intervalle de départ est donné et en imposant [,,10 =0, on a
DIDI

In+1 =1, _In+2 =1in = FOIn

Ly = Lp1 + Inyo = In = F11,

Inot = In + Iny1 = 21, = By,

Ino=1I 1 +1, =3I, = By,
I, s=1, 9+ 1, 1=>5I,=F4l,
I, 4s=1, 3+ 1, o =8I, =Fs5I,

L=1,+13=F,I,
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Objectif

Optimisation
B Une suite est générée et est appelée suite de Fibonacci définie
DIDI par

{Fy, F1, Fy,F3,Fy, F5, Fg, ...} = {1,1,2,3,5,8,13, ...}
Ce qui donne une relation récursive de la forme
Fp,=F,_ 1+ Fj_o pour k>2

ol Fy = Fy = 1. Si le nombre d’itération est supposé étre n,
alors la recherche par Fibonacci réduit I'intervalle d'incertitude a

I
I, = —
n F,
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O Entrer x; 1, vy et n

Optimisation

Dr. Ibtissem 9 CaICUIer Fl, FQ!"'! Fn

DIDI

Fn
® [, = xy1 — xp1 et calculer I = ; L
n

Ta1 =2ug —Io, xp1 =21 + Iz

fa1=f(2a1) , for = f (1)

et on pose k=1

Fr gt
F,—k
® Si fo.r > fbr mettre a jour

O Calculer I 5 = Iy

TLk+1 = Ta,k » TUk+1 = TUE » Ta,k+1 = Lok

Tp k1 = TL k1 pt+2 o fa k1= fogen for+r = f (@ k1)
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° Sij fa,k < fb,k: mettre a jour

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI TLk+1 = TLk + TUL+1 = Tk » Tak+1 = TUk+1 — dkt2

Tpk+1 = Task + fak+1 = fak + faps1 = f (Taks1)

@ Sik=n—2o0uxy1 > Tyt donner T =z, et

f = f(Z) puis sortir
Sinon k£ = k + 1 puis aller a I'étape 4

Inconvénients

Le défaut de cette méthode est de fixer le nombre d'itérations 3
I'avance.

Si I'on connait pas toujours a priori le nombre n de calculs que

I’'on désire effectuer, on peut utiliser la méthode du-nombre d’or.
86 /115

On+imicatrinn



Objectif

Optimisation Suivant le méme principe que la méthode de Fibonacci, elle
Dr. Ibtissem consiste a prendre les longueurs des intervalles successifs dans
DIDI .
un rapport fixe :

L I I3 -
L L o
de telle sorte qu’a I'étape k + 1 la disposition relative des points
soit la méme que celle de I'étape k.
Iy = Iit1 = It

et si 'on impose :

e T _

Liv1 Ipyo
on en déduit :

A

I Tiia
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Objectif

Optimisation

) 1 .
Dr. Ibtissem Soit 7y = 1 + — ou encore v2 — v — 1 = 0, équation dont la

racine positive est le nombre d’or :

1
:\/gT+z1,618

~y
Bien siir, la méthode du nombre d'or n’est pas optimale, mais

on vérifie sans peine que pour un nombre suffisamment élevé n
de calculs de la fonction f, elle conduit asymptotiquement a la
méme disposition de points que la méthode de Fibonacci.

En effet, on a:

F,

n—1

lim
n—>—+00

=7
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® Entrer rr1, Ty, et e

Optimisation

. I
o ooy ® L =xy1 —xp1, 7 =1,618 et calculer I, = —

Tag = xu1 — Iz, wp1 = xpa+ Iz, fa1 = f (2a,1)
et for1=1f ($b,1) et on pose k=1

I
© Calculer I;,» = L
~

® Si for > fpr mettre a jour

TLk+1 » TUR+1 + Tak+1 » Thk+1 + Jak+1 € fo k1

® Si for < fox mettre a jour les mémes quantités
0O Si I, <eou Tak+1 > Thkt1 faire
® Si for+1 > fo k41 calculer

Thk+1 + TUk+1
2

i: =
87 /115
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DIDI

On+imicatrinn

® Si fort+1 = fo.et+1 calculer

Ta,k+1 T To,k+1
2

j:

® Si for+1 < for+1 calculer

7= TL g+l + Ta k1
2

calculer f = f(z) puis sortir

Sinon k£ = k + 1 puis aller a I’étape 3

Exercice.
Pour la fonction f(z) = e*(®~1), effectuez trois itérations des
deux algorithmes (dichotomie, Fibonacci et sec-

tion d’or) & partir de I'intervalle initial [—1, 1] .avec un e = 1073,
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Objectif

Optimisation

B — En optimisation unidimensionnelle, la méthode d’interpolation
ool quadratique consiste a approximer |'expression de la fonction

objectif par un polyndme du second ordre

p(z) = ag + a1z + aza?
oll ap, a; et as sont constantes. Soit
p(xi) = ag + arm; + apx? = f(x;) = fio.(x)

pour i = 1,2,3 ou [x1,x3] est |'intervalle qui contient le
minimiseur de f(z).

Considérons que les valeurs de f; sont connues, ainsi ag, a; et
ay peuvent étre déduite par la solution du systéme (x).
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Objectif

JILENIN  |a premiére dérivée de p(x) est donnée par :

Dr. Ibtissem

DIDI p’(a:) = a1 + asx

Sip/(x) =0 et ag # 0 alors le minimiseur de p(z) est déduit par

* ai

o 2@2

En résolvant simultanément les équations du systéme (%), on
trouve

(:v% - a:?),) J1+ (:E§ - x%) fo+ (33% — :c%) f3
(1 — 22) (21 — 23) (22 — 23)

ay = —

(2 —x3) f1 + (w3 — 21) fo + (1 — 22) f3
(z1 — z2)(z1 — 23) (22 — 73)

as =
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Objectif

Optimisation

@B ht (i -ad) ft (10D fy
 2[(w2 —x3) fi + (23 — 71) fo + (w1 — 22) f3]

Si p(x) est une bonne approximation de f(x), alors z* sera une
bonne estimé de 7.

Interpolation en deux points. Ici, on considére que les valeurs
de f(z) et de ces premiéres dérivées sont connues en deux
points distincts. On peut écrire :

p(z1) = ag + a1z1 + aza? = f(x1) = f

p(x2) = ag + a122 + asxs = f(x2) = fo
P (z1) = a1 + 2a9z1 = f'(11) = f]
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Objectif

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI

La solution de ces équations donne aj et a9, ainsi x* =
fi(zg — x1)?
[fi = fo+ fi(z2 — 21)]

Maintenant si la dérivée est connue en deux points x1 et xo

alors .
falxa = 21)

f1=1s

:1:*=a:1+2

J}*:IQ-I—
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© Entrer 71, 73 et € et poser zj = 10%.

Optimisation

Dr. Ibtissem
DIDI
Zy + T3

® Calculer 2, = et fi = f(z;)eti=1,23.

© Calculer z* et f* = f(z*).
Si |z* — zf| <, alors T = z* et f(z) = f*, et arrét.

O Si 1 < z* < x4 alors faire :
si f* < fy, affecter 3 = x9, f3 = fo, xo = x*, fo = [*;
sinon, si f* > fo, affecter 1y = x*, f1 = f*.
Si 9 < * < z3 alors faire :
si f* < fo, affecter 21 = 29, f1 = f2, xo =x*, fo = f*;
sinon, si f* > fo, affecter x3 = z*, f3 = f*.

Poser z; = x*, puis répéter a partir de I'étape 3
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Introduction

Optimisation

Dr. Ibtissem Les méthodes multidimensionnelles sont consacrées a
DIDI

I'optimisation de fonction & un paramétre ou plus. Elles peuvent
&tre classées selon I'information sur la fonction qu’elles utilisent.
Elles sont dites d’ordre 0, si elles n’utilisent que la valeur de la
fonction. Elles sont dites d’ordre 1, si elles nécessitent en plus le
gradient de la fonction. Elles sont dites d’ordre 2, si elles
utilisent le gradient et le héssien de la fonction.

Les méthodes d'ordre 0 sont en général peu précises et
convergent trés lentement vers |'optimum. Par contre, elles
offrent I'avantage de se passer du calcul du gradient, ce qui
peut &tre trés intéressant lorsque la fonction n’est pas
différentiable ou lorsque le calcul de son gradient est complexe
ou représente un colit important.
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Introduction

Optimisation

Les méthodes d'ordre 1 permettent d'accélérer la
R localisation de I'optimum, car le gradient donne une information

sur la direction de recherche de la solution. Par contre, elles ne
sont applicables qu’aux problémes dans lesquels la fonction est
continiment différentiable.

Les méthodes multidimensionnelles peuvent étre divisées
en deux groupes, d'une part, les méthodes analytiques ou de
descente, et d'autre part, les méthodes heuristiques ou
géométriques.

Les méthodes analytiques se basent sur la connaissance
d’une direction de recherche, souvent donnée par le gradient de
la fonction. Les exemples les plus signifcatifs de méthodes
analytiques sont les méthodes de descente (gradient a pas
fixe/gradient a pas optimal), la méthode du Gradient
Conjugué et les méthodes Newton/Quasi-Newton.
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DIDI

Nous allons maintenant nous intéresser aux algorithmes de
calcul de minimum et plus particuliérement aux algorithmes de
descente. Partant d'un point x( arbitrairement choisi, un
algorithme de descente va chercher a générer une suite d’itérés
(xx)r € N telle que :

VEk €N, f(xpq1) < flag)

Commencons par définir plus précisément la notion de descente.

Ontirmicatinm 94 /115



Optimisation

S Le gradient joue un role essentiel en optimisation.Dans le cadre

DID! des méthodes d’optimisation, il sera également important
d'analyser le comportement de la fonction objectif dans
certaines directions. Commencons pour cela par rappeler le
concept de dérivée directionnelle :

Définition

Soit f : R™ — R une application continue. Soit z € R" et
d € R™. La dérivée directionnelle de f en = dans la direction d
est définie par :

i (:d) = 1im LET D = J(@)

t—0+ t

si cette limite existe.
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Proposition

Si f est différentiable en un point 2z € R", alors pour tout d # 0,
f admet une dérivée dans la direction d en z et :

df (z;d) = Df(z)(d) = V f(z)"d

La deérivée directionnelle donne des informations sur la pente de
la fonction dans la direction d, tout comme la dérivée donne des
informations sur la pente des fonctions a une variable. En
particulier,

e sidf(xz;d) > 0 alors f est croissante dans la direction d.

e sidf(xz;d) < 0 alors f est décroissante dans la direction d.
Dans ce dernier cas, on dira que d est une direction de descente
de f.

96 /115



optimisation [l Définition (Direction de descente)
Gl Soient f : R — R et £ € R™. Le vecteur d € R" est une

oo dircetion de descente pour f a partir du point z si t — f(z+td)
est décroissante en t = 0, c'est-a-dire s'il existe n > 0 tel que :

VO <t <m, flx+td) < f(z)

Parmi toutes les directions de descente existantes en un point z
donnég, il est naturel de s'intéresser a celle ol la pente est Ia
plus forte. Un résultat remarquable montre que cette direction
est donnée par le gradient (ou plus exactement son opposé).

Théoréme
Soit f : R™ — R différentiable. Soit z € R™. Alors pour toute

|d|| = ||V f(x)||, on a:

direction d de norme constante égale 3

(V@) Vi) <d'Vf(z)
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Partant d'un point z( arbitrairement choisi, un algorithme de
descente va chercher a générer une suite d'itérés (z)ien telle
que :

Vk €N, f(zr+1) < fog)

D’aprés la caractérisation de la descente, il s’agit donc a chaque
itération k, de trouver un point ;1 dans une direction d
vérifiant : V f(z1)Td < 0.

Le schéma général d'un algorithme de descente est le suivant :
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Algorithme

Optimisation

Or. Ihtissem Données : f supposé au moins différentiable, xg point initial
arbitrairement choisi.
Sortie : une approximation de la solution du probléme :
min f(z).
O k=0
® Tant que "test de convergence" non satisfait
@ Trouver une direction de descente dy, telle que
Vf(:ck)Td < 0.
@ Recherche linéaire : Choisir un pas «j > 0 a faire dans la
direction dy, tel que : f(xg + ardy) < f(zk).
© Mise a jour : xpp1 =axp +apdy; k=k+1

© Retourner xy,
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Test de convergence/Test d'arrét

Optimisation

Dr. Ibtissem
pibI Soit Z un point de minimum local du critére f a optimiser.

Supposons que I'on choisisse comme test d’arrét dans
I'algorithme de descente, le critére idéal : z;, = Z. Dans un
monde idéal (i.e. en supposant tous les calculs exacts et la
capacité de calcul illimitée), soit I'algorithme s’arréte aprés un
nombre fini d’itérations, soit il construit (théoriquement) une
suite infinie x1, x3,..., Tk,... de points de R™ qui converge vers
x.

En pratique, un test d'arrét devra &tre choisi pour garantir que
I'algorithme s'arréte toujours aprés un nombre fini d’itérations
et que le dernier point calculé soit suffisamment proche de z.
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Soit € > 0 la précision demandée. Plusieurs critéres sont a notre
disposition : tout d’abord (et c'est le plus naturel), un critére
d’optimalité basé sur les conditions nécessaires d’optimalité du
premier ordre : on teste si

IV f ()] <e

auquel cas 'algorithme s’arréte et fournit I'itéré courant
comme solution.
En pratique, le test d’optimalité n'est pas toujours satisfait et
on devra faire appel a d'autres critéres (fondés sur I'expérience
du numérique) :

e Stagnation de la solution : ||zx11 — zk|| < €|zk|-

® Stagnation de la valeur courante :
|f(zrir) = f@e)| <elf(zp)]
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® Nombre d’itérations dépassant un seuil fixé a I'avance :
k < kmazx.

et généralement une combinaison de ces critéres :

Critére d’arrét = Test d'optimalité satisfait
OU (Stagnation de la valeur courante
et Stagnation de la solution)
OU Nombre maximum d'itérations
autorisées dépassé.
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Convergence et vitesse de convergence

Etudier la convergence d'un algorithme, c'est étudier la
convergence de la suite des itérés générés par I'algorithme. Un
algorithme de descente selon le modéle précédent,est dit
convergent si la suite de ses itérés (zx)ren converge vers un
point limite Z, solution du probléme :

min f(z)
De plus, la convergence est dite locale si elle n'a lieu que pour
des points initiaux x dans un voisinage de Z. Sinon elle est dite
globale.
En pratique, le but d'un algorithme d’optimisation ne sera que
de trouver un point critique. On introduit alors la notion de
convergence globale d’un algorithme d’optimisation :
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Définition

Dr. Ibtissem

DIDI Soit un algorithme itératif qui génére une suite (zy)ren dans R™
afin de résoudre le probléme :

min f(z)
otl f:R™ — R est une application de classe C''. L’algorithme
est dit globalement convergent si quel que soit le point initial
o € Rn,
lim [|Vf(zy)]| =0

k——+o00

Cette propriété garantit que le critére d'arrét "||V f(z)|| < €"
sera satisfait & partir d’un certain rang quelle que soit la
précision € > 0 demandée.
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Il est bien entendu trés important de garantir la convergence
d’'un algorithme sous certaines hypothéses, mais la vitesse de
convergence et la complexité sont également des facteurs a
prendre en compte lors de la conception ou de I'utilisation d’un
algorithme; en effet, on a tout intérét a ce que la méthode
choisie soit a la fois rapide, précise et stable. Pour cela, on
introduit les notions de vitesse (ou taux) de convergence qui
mesurent |'évolution de I'erreur commise ||z — Z||.
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SRS  Soit (1 )ken une suite d'itérés générées par un algorithme

oo convergent donné. On note Z la limite de la suite (zj)ken et
on suppose : Vk € N,z # & (sinon |'algorithme convergerait en
un nombre fini d'itérations). La convergence de I'algorithme est
dite :

e linéaire si I'erreur e, = ||z, — || décroit linéairement i.e.
s'il existe 7 €]0, 1] tel que :
|21 — || _

lim ——— =T
k—4o00 ||a:k — JEH

® superlinéaire si

N T

k—+o0 Ha:k — .TH

w
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Optimisation

br. Ibtissem Wl Définition (suite)
DIDI

e d'ordre p s'il existe 7 > 0 tel que :

k—+oo |z — Z|P

En particulier, si p = 2, la convergence est dite quadratique
(grosso modo a partir d'un certain rang, le nombre de chiffres
significatifs exacts double a chaque itération).

Bien entendu, on a intérét a ce que la convergence d'un
algorithme soit la plus élevée possible afin de converger vers la
solution en un minimum d'itérations pour une précision donnée.
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Algorithme de descente du gradient

RN Soit oy, € R” I'itéré courant. Etant donnés la valeur f(xzy) et le
SRS  cradient V f(xy), on remplace f au voisinage de xj par son
oo développement de Taylor au premier ordre :

flag+d) ~ flag) + V() 'd

On voudrait que la dérivée directionnelle V f(z)”d soit la plus
petite possible dans un voisinage de d = 0. On cherche donc a
résoudre :

min Vf(zx)" ds.c. [ld] = [V f(zx)ll

dont la solution nous est donnée par :

di, = =V f(x1)

Le choix de la direction de plus forte descente définit une
famille d’algorithmes appelés algorithmes de descente de

gradient dont le schéma est le suivant :
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Algorithme

Optimisation

Données : f , xo ppremiére approximation de la solution
cherchée, € > 0 précision demandée.
Sortie : une approximation x* de la solution de : V f(z) = 0.

O k=0
® Tant que le critére d'arrét non satisfait

@ Direction de descente d, = —V f(xg).
@ Recherche linéaire : Trouver un pas oy > 0 tel que :

f(:L’k + Oékdk) < f(xk)
O v =z — o Vf(zy) k=k+1

© Retourner xy,

Dr. Ibtissem
DIDI

Il reste maintenant a définir une stratégie de recherche linéaire
pour le calcul du pas. Nous étudions ici en premiére approche
une méthode a pas optimal, puis une a pas fixe.
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DIDI

Une idée naturelle consiste a suivre la direction de plus forte
descente et a faire un pas qui rende la fonction 3 minimiser la
plus petite possible dans cette direction. Cette méthode est
appelée méthode de gradient a pas optimal ou encore
méthode de plus forte pente. L'étape 2.1 de |'algorithme de
descente de gradient est alors remplacée par :

Recherche linéaire exacte

2.1. Calculer un pas optimal ay solution de :

min f (g + ady)
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La méthode de plus forte pente est une sorte d’idéalisation :
d’'une part, nous ne savons pas en pratique calculer de facon
exacte un point minimum ¢y, de |'objectif dans une direction
donnée et le probléme n’est en général pas trivial. D'autre part,
la résolution du probléeme de minimisation unidimensionnel de
I'étape 2.1, méme de facon approchée, coite cher en temps de
calcul. Pour ces raisons, on peut lui préférer parfois I'algorithme
de gradient & pas constant (ou a pas fixe).
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Méthode de gradient & pas fixe
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Dr. Ibtissem
DIDI

L’idée est trés simple : on impose une fois pour toutes, la taille
du pas effectué selon la direction de descente calculée a chaque
itération. Les itérations 2.2 et 2.3 de I'algorithme de descente
de gradient sont alors remplacées par :

Tp1 = xp — oV f(zg)
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Méthode de la plus forte pente avec Hessien

JILENIN  Sile hessien de f(x) existe et peut étre calculé, la valeur a qui
SN minimise f(xp + ad) peut étre déterminée en utilisant un

oo méthode analytique.
Si 0x = ady; et en posant V f(x) = gy, alors le développement
de la série de Taylor a I'ordre 2 est donnée par :

Flan+ ) = fax) + 6T g + 50T i
et si dy, est la direction de la plus forte pente, i.e.
o = —agg
on obtient

1
f(op —agr) = f(a) — oag;?gk + §a2glek9k
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Méthode de la plus forte pente avec Hessien

Optimisation
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ool En dérivant par rapport 3 o et en posant le résultat égal & zéro,

on a:

df (xg — agy
% ~ —g} gk + agl Hegy = 0
[0
Ainsi T
o — 9.9k
=0~ —p
95 Hrgr
Par suite,
Lh+1 = Tk — g,{gk 9
9T Hig
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Si f(x) € C? admet un minimum au moins local = et son
RN hessien est D.P. au point z = 7, alors on peut montrer que si
x}, est suffisamment proche de Z, on a :

2
Flonen) - 1@) < (152) 7o) - 1)

_ La plus petite valeur propre de Hy,

r =
La plus grande valeur propre de Hy,
Ainsi la méthode de la plus forte pente converge linéairement
avec un taux de convergence
1—7r
T =
1+7r
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