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Introduction

Optimisation

Dr. Ibtissem Les méthodes multidimensionnelles sont consacrées a
DIDI

I'optimisation de fonction & un paramétre ou plus. Elles peuvent
P &tre classées selon I'information sur la fonction qu’elles utilisent.
sionnelle Elles sont dites d’ordre 0, si elles n’utilisent que la valeur de la
fonction. Elles sont dites d’ordre 1, si elles nécessitent en plus le
gradient de la fonction. Elles sont dites d’ordre 2, si elles
utilisent le gradient et le héssien de la fonction.

Les méthodes d'ordre 0 sont en général peu précises et
convergent trés lentement vers |'optimum. Par contre, elles
offrent I'avantage de se passer du calcul du gradient, ce qui
peut &tre trés intéressant lorsque la fonction n’est pas
différentiable ou lorsque le calcul de son gradient est complexe
ou représente un colit important.
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Introduction
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Les méthodes d'ordre 1 permettent d'accélérer la
R localisation de I'optimum, car le gradient donne une information

sur la direction de recherche de la solution. Par contre, elles ne
sl sont applicables qu'aux problémes dans lesquels la fonction est
sionnelle continiiment différentiable.

Les méthodes multidimensionnelles peuvent étre divisées
en deux groupes, d'une part, les méthodes analytiques ou de
descente, et d'autre part, les méthodes heuristiques ou
géométriques.

Les méthodes analytiques se basent sur la connaissance
d’une direction de recherche, souvent donnée par le gradient de
la fonction. Les exemples les plus signifcatifs de méthodes
analytiques sont les méthodes de descente (gradient a pas
fixe/gradient a pas optimal), la méthode du Gradient
Conjugué et les méthodes Newton/Quasi-Newton.
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Nous allons maintenant nous intéresser aux algorithmes de
calcul de minimum et plus particuliérement aux algorithmes de
descente. Partant d'un point x( arbitrairement choisi, un
algorithme de descente va chercher a générer une suite d’itérés
(xx)r € N telle que :

VEk €N, f(xpq1) < flag)

Commencons par définir plus précisément la notion de descente.
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Notion de
direction de
descente

Le gradient joue un role essentiel en optimisation.Dans le cadre
des méthodes d’optimisation, il sera également important
d'analyser le comportement de la fonction objectif dans
certaines directions. Commencons pour cela par rappeler le
concept de dérivée directionnelle :

Définition

Soit f : R™ — R une application continue. Soit z € R" et
d € R™. La dérivée directionnelle de f en = dans la direction d
est définie par :

i (:d) = 1im LET D = J(@)

t—0+ t

si cette limite existe.
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Proposition

Si f est différentiable en un point 2z € R", alors pour tout d # 0,
f admet une dérivée dans la direction d en z et :

df (z;d) = Df(z)(d) = V f(z)"d

La deérivée directionnelle donne des informations sur la pente de
la fonction dans la direction d, tout comme la dérivée donne des
informations sur la pente des fonctions a une variable. En
particulier,

e sidf(xz;d) > 0 alors f est croissante dans la direction d.

e sidf(xz;d) < 0 alors f est décroissante dans la direction d.
Dans ce dernier cas, on dira que d est une direction de descente
de f.
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optimisation [l Définition (Direction de descente)
Gl Soient f : R — R et £ € R™. Le vecteur d € R" est une

oo dircetion de descente pour f a partir du point z si t — f(z+td)
est décroissante en t = 0, c'est-a-dire s'il existe n > 0 tel que :

VO <t <m, flx+td) < f(z)

Parmi toutes les directions de descente existantes en un point z
donnég, il est naturel de s'intéresser a celle ol la pente est Ia
plus forte. Un résultat remarquable montre que cette direction
est donnée par le gradient (ou plus exactement son opposé).

Théoréme
Soit f : R™ — R différentiable. Soit z € R™. Alors pour toute

|d|| = ||V f(x)||, on a:

direction d de norme constante égale 3

(V@) Vi) <d'Vf(z)
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Partant d'un point z( arbitrairement choisi, un algorithme de
descente va chercher a générer une suite d'itérés (z)ien telle
que :

Vk €N, f(2k41) < flzk)
D’aprés la caractérisation de la descente, il s’agit donc a chaque
itération k, de trouver un point ;1 dans une direction d

vérifiant : V f(z1)Td < 0.
Le schéma général d'un algorithme de descente est le suivant :

Algorithme de
descente modéle
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Algorithme
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Or. Ihtissem Données : f supposé au moins différentiable, xg point initial
arbitrairement choisi.
Sortie : une approximation de la solution du probléme :

min f(z).
0 k=0
e de ® Tant que "test de convergence" non satisfait
foete madte @ Trouver une direction de descente d}, telle que

Vf(:ck)Td < 0.

@ Recherche linéaire : Choisir un pas «j > 0 a faire dans la
direction dy, tel que : f(xg + ardy) < f(zk).

© Mise a jour : xpp1 =axp +apdy; k=k+1

© Retourner xy,

10/26



Test de convergence/Test d'arrét
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pibI Soit Z un point de minimum local du critére f a optimiser.

Supposons que I'on choisisse comme test d’arrét dans
I'algorithme de descente, le critére idéal : z;, = Z. Dans un
monde idéal (i.e. en supposant tous les calculs exacts et la
capacité de calcul illimitée), soit I'algorithme s’arréte aprés un
nombre fini d’itérations, soit il construit (théoriquement) une
suite infinie x1, x3,..., Tk,... de points de R™ qui converge vers
x.

En pratique, un test d'arrét devra &tre choisi pour garantir que
I'algorithme s'arréte toujours aprés un nombre fini d’itérations
et que le dernier point calculé soit suffisamment proche de z.
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Soit € > 0 la précision demandée. Plusieurs critéres sont a notre
disposition : tout d’abord (et c'est le plus naturel), un critére
d’optimalité basé sur les conditions nécessaires d’optimalité du
premier ordre : on teste si

IV f ()] <e

auquel cas 'algorithme s’arréte et fournit I'itéré courant
comme solution.
En pratique, le test d’optimalité n'est pas toujours satisfait et
on devra faire appel a d'autres critéres (fondés sur I'expérience
du numérique) :

e Stagnation de la solution : ||zx11 — zk|| < €|zk|-

® Stagnation de la valeur courante :
|f(zrir) = f@e)| <elf(zp)]
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® Nombre d’itérations dépassant un seuil fixé a I'avance :
k < kmazx.

et généralement une combinaison de ces critéres :

Critére d’arrét = Test d'optimalité satisfait
Aeseente maile OU (Stagnation de la valeur courante
et Stagnation de la solution)
OU Nombre maximum d'itérations
autorisées dépassé.
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Convergence et

vitess
convergence

Convergence et vitesse de convergence

Etudier la convergence d'un algorithme, c'est étudier la
convergence de la suite des itérés générés par I'algorithme. Un
algorithme de descente selon le modéle précédent,est dit
convergent si la suite de ses itérés (zx)ren converge vers un
point limite Z, solution du probléme :

min f(z)
De plus, la convergence est dite locale si elle n'a lieu que pour
des points initiaux x dans un voisinage de Z. Sinon elle est dite
globale.
En pratique, le but d'un algorithme d’optimisation ne sera que
de trouver un point critique. On introduit alors la notion de
convergence globale d’un algorithme d’optimisation :
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Définition

Soit un algorithme itératif qui génére une suite (zy)ren dans R™
afin de résoudre le probléme :

min f(z)
otl f:R™ — R est une application de classe C''. L’algorithme
est dit globalement convergent si quel que soit le point initial
o € Rn,
lim [|Vf(zy)]| =0

k——+o00

Cette propriété garantit que le critére d'arrét "||V f(z)|| < €"
sera satisfait & partir d’un certain rang quelle que soit la
précision € > 0 demandée.
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Il est bien entendu trés important de garantir la convergence
d’'un algorithme sous certaines hypothéses, mais la vitesse de
convergence et la complexité sont également des facteurs a
prendre en compte lors de la conception ou de I'utilisation d’un
algorithme; en effet, on a tout intérét a ce que la méthode
Comergene choisie soit a la fois rapide, précise et stable. Pour cela, on

I introduit les notions de vitesse (ou taux) de convergence qui
mesurent |'évolution de I'erreur commise ||z — Z||.
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Définition

Soit (xk)ken une suite d'itérés générées par un algorithme
convergent donné. On note Z la limite de la suite (zj)ken et
on suppose : Vk € N,z # & (sinon |'algorithme convergerait en
un nombre fini d'itérations). La convergence de I'algorithme est
dite :

e linéaire si I'erreur e, = ||z, — || décroit linéairement i.e.

s'il existe 7 €]0, 1] tel que :
|[zhe1 — 2]

lim - —— =T
k—+o00 ||a:k — 1’”

® superlinéaire si

N T

k—+o0 Ha:k — .TH

w
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e d'ordre p s'il existe 7 > 0 tel que :

k—+oo |z — Z|P

En particulier, si p = 2, la convergence est dite quadratique
, (grosso modo a partir d'un certain rang, le nombre de chiffres
contegence significatifs exacts double & chaque itération).

Convergence et

Bien entendu, on a intérét a ce que la convergence d'un
algorithme soit la plus élevée possible afin de converger vers la
solution en un minimum d'itérations pour une précision donnée.
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Algorithme de descente du gradient

RN Soit oy, € R” I'itéré courant. Etant donnés la valeur f(xzy) et le
SRS  cradient V f(xy), on remplace f au voisinage de xj par son
oo développement de Taylor au premier ordre :

flag+d) ~ flag) + V() 'd

On voudrait que la dérivée directionnelle V f(z)”d soit la plus
petite possible dans un voisinage de d = 0. On cherche donc a
résoudre :

min Vf(zx)" ds.c. [ld] = [V f(zx)ll

dont la solution nous est donnée par :
dp = =V f ()
Le choix de la direction de plus forte descente définit une

famille d’algorithmes appelés algorithmes de descente de

gradient dont le schéma est le suivant :
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Données : f , xo ppremiére approximation de la solution
cherchée, € > 0 précision demandée.
Sortie : une approximation x* de la solution de : V f(z) = 0.

O k=0
® Tant que le critére d'arrét non satisfait
@ Direction de descente d, = —V f(xg).
@ Recherche linéaire : Trouver un pas oy > 0 tel que :
[k + andi) < f(ag).
O v =z —aVf(zg) k=k+1

Dr. Ibtissem
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Algorithmes de
gradient a pas

Bcron ot © Retourner xj,

Il reste maintenant a définir une stratégie de recherche linéaire
pour le calcul du pas. Nous étudions ici en premiére approche
une méthode a pas optimal, puis une a pas fixe.
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Une idée naturelle consiste a suivre la direction de plus forte
descente et a faire un pas qui rende la fonction 3 minimiser la
plus petite possible dans cette direction. Cette méthode est
appelée méthode de gradient a pas optimal ou encore
méthode de plus forte pente. L'étape 2.1 de |'algorithme de
descente de gradient est alors remplacée par :

Recherche linéaire exacte

2.1. Calculer un pas optimal ay solution de :

min f (g + ady)
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La méthode de plus forte pente est une sorte d’idéalisation :
d’'une part, nous ne savons pas en pratique calculer de facon
exacte un point minimum ¢y, de |'objectif dans une direction
donnée et le probléme n’est en général pas trivial. D'autre part,
la résolution du probléeme de minimisation unidimensionnel de
I'étape 2.1, méme de facon approchée, coite cher en temps de
o calcul. Pour ces raisons, on peut lui préférer parfois I'algorithme
o e de gradient & pas constant (ou a pas fixe).
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L’idée est trés simple : on impose une fois pour toutes, la taille
du pas effectué selon la direction de descente calculée a chaque
itération. Les itérations 2.2 et 2.3 de I'algorithme de descente
de gradient sont alors remplacées par :

Tp1 = xp — oV f(zg)

Algorithmes de
gradient a pas

fixe/pas optimal
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Méthode de la plus forte pente avec Hessien

JILENIN  Sile hessien de f(x) existe et peut étre calculé, la valeur a qui
SN minimise f(xp + ad) peut étre déterminée en utilisant un

oo méthode analytique.
Si 0x = ady; et en posant V f(x) = gy, alors le développement
de la série de Taylor a I'ordre 2 est donnée par :

Flan+ ) = fax) + 6T g + 50T i
et si dy, est la direction de la plus forte pente, i.e.
o = —agg
on obtient

1
f(op —agr) = f(a) — oag;?gk + §a2glek9k
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ool En dérivant par rapport 3 o et en posant le résultat égal & zéro,

on a:

df (xg — agy
% ~ —g} gk + agl Hegy = 0
[0
Ainsi T
o — 9.9k
=0~ —p
95 Hrgr
Par suite,
Lh+1 = Tk — g,{gk 9
9T Hig
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Si f(x) € C? admet un minimum au moins local = et son
RN hessien est D.P. au point z = 7, alors on peut montrer que si
x}, est suffisamment proche de Z, on a :

2
Flonen) - 1@) < (152) 7o) - 1)

_ La plus petite valeur propre de Hy,

r =
La plus grande valeur propre de Hy,
Ainsi la méthode de la plus forte pente converge linéairement
avec un taux de convergence
1—7r
T =
1+7r
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