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Introduction

Selon la dimension de la fonction objectif a optimiser, il existe
les méthodes unidimensionnelles et multidimensionnelles qui
sont des méthodes déterministes. Les méthodes
unidimensionnelles sont utilisées dans I'optimisation de fonctions
a une seule variable. Deux grandes classes d’optimisation
unidimensionnel existent : les méthodes de Recherche Linéaire
(Line Search Methods) et les méthodes d'approximation, ces
méthodes sont basées sur des techniques qui permettent de
localiser le point minimal de la fonction a partir de réductions
successives de l'intervalle de recherche. Parmi ces méthodes,
citons la méthode de Dichotomie, la méthode de Fibonacci,
la méthode de la Section d’Or et la méthode de
I'interpolation quadratique (parabolique)/cubique.
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Introduction

Un probléme d'optimisation unidimensionnel est définit par

min F' = f(x)

ol f(x) est une fonction & une seule variable. Ce probléme a
une solution si f(z) posséde un seul minimum dans un
intervalle considéré x;, < z < zy, ol xy, et xy sont les limites
inférieure et supérieure respectivement du minimiseur Z.

Dans les méthodes de Recherche Linéaire, T appartient d un
intervalle [z, zy| appelé intervalle d’incertitude, le but est
de réduire d'une maniére itérative |'intervalle jusqu’'a obtenir le
plus petit intervalle [z, ] qui contient Z.

Dans les méthodes approximatives, on fait une approximation
de la fonction par un polynéme d'ordre 2 ou 3, en général, puis
appliquer les méthodes classiques du calcul différentiel.
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Fonctions unimodales
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Définition

On dit qu'une fonction f est unimodale sur un intervalle réel
[A, B] si elle admet un minimum @ € [A, B et si Va; € [A, B]
et Voo € [A, B] avec a; < aig, on a :

0 o <= f(a1) > f(a2)

0 o >a= f(a) < fla2)
Une fonction unimodale sur [A, B] a donc la propriété d’avoir

un minimum locale unique, mais , elle n'est pas nécessairement
dérivable, ni méme continue.
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Considérons une fonction uni-modale qui a pour minimum
appartenant a l'intervalle [z, zy| qu'on doit le localiser.
Supposons qu’on connait la valeur de f en deux points
Za,Xp € [xL,zy]. Ainsi, on aura 3 possibilités :

(1] f(xa) < f(xb)

(2] f(xa) > f(xb)

(3] f(xa) = f(xb)
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Objectif

Optimisation Si on ai dans le premier cas ainsi, on aura soit T € [z, x,], soit

SIS T < [x,,xp), donc il sera forcément dans [zr,, 7).
DIDI
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Objectif

Optimisation Si on ai dans le second cas ainsi, on aura soit T € [z, zy], soit

SIS T < [x,,xp), donc il sera forcément dans [z4, zy].
DIDI
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Dichotomie

Si on ai dans le troisieme cas ainsi, on aura T € [zq, Tp).

I
I
I

Xa X
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Algorithme de la méthode de dichotomie

Optimisation o Donner Tr, TU et €
D..El)bltl:i)slsem ® Initialiser k =0

® Calculer L =zy —
Répéter
L tay

X

2

§=10"3x L

Tg =11 — 0

Ty =1 + 1)

f(a) et f(w)
® Si f(za) < f(xp) alors zy =
® Si f(za) > f(zp) alors zp =z,
® Sinon z;, = 7, et xy = p
e Calculer a nouveau L = zy — xp,
° k=k+1

Tant que L > ¢

rr + 2y

O Donner z; = —5 et f(xs)
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= Aprés k itérations, |'intervalle d’incertitude se réduit a

k
1

In=1{=) I

o= (3)
L’inconvénient de cette méthode est I'évaluation de la fonction
f en deux points. Ainsi, la méthode de dichotomie n'est pas
optimale, en ce sens que, pour un nombre fixé N de calcul de
f. elle n’aboutit pas a l'intervalle réduit le plus petit possible.

L'utilisation d’une suite de Fibonacci conduit & une méthode
optimale.
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Objectif

Optimisation On considére un intervalle d’'incertitude
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DIDI Iy = [xL,k’ xU,k]

et soient x, 1, et 3, deux points de I'intervalle Ij,.

f(x)

Ty
La méthode de
Fibonacci

I

|

I

1
XLk Xak Xpk “Uk
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Objectif

Optimisation Les valeurs de f aux pts z, ) et px sont f (zqx) et f(xpk).
Dr. Ibtisem ® Si f(zar) < f(zpx), on choisi I'intervalle a gauche
IE =[x, o).
® Si f(xqr) > f(xpx), on choisi I'intervalle a droite
II?—f—l = [xmk,acU’k].
® Si f(xqr) = f(wpx), on asoit I} | soit I} .

fx)
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Objectif

CEUEEN  Sile minimiseur appartient a |'intervalle I,fH et que la valeur de

GRS f(x) est connue en un point dans I,fﬂ noté xp 1. Ceci est
DIDI . .. Ly .
suffisant comme conditions pour pouvoir réduire |'intervalle
R ' ; L R A -
I}’ ;- Du coup, I'un des intervalles I}/, , et I;” , va &tre choisi
et ainsi de suite.

fx)

La méthode de
Fibonacci
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Objectif

TELENIN  D'aprés |a figure précédente, on a
o B I = Iy + I
On suppose que
II£+1 = Iif+1 = Iit1
IkL—i-Q = Il§+2 = Ihy2
Lo mithode de On obtient ainsi,

Fibonacci

Iy = Tpt1 + It

Si cette procédure est répéter plusieurs fois un ensemble
d'intervalle va étre généré comme suit :

L=1+13
Iy =13+ 14

I, = n+1 + In—|—2 15/23



Objectif

Optimisation Dans ce systéme de n équations il existe n + 2 variables. Si I

i i I'intervalle de départ est donné et en imposant I,,;5 =0, on a
DD

In+1 =1, _In+2 =1in = FOIn

Ly = Lp1 + Inyo = In = F11,

Inot = In + Iny1 = 21, = By,

Ino=1I 1 +1, =3I, = By,
I, s=1, 9+ 1, 1=>5I,=F4l,
I, 4s=1, 3+ 1, o =8I, =Fs5I,

L=1,+13=F,I,
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B Une suite est générée et est appelée suite de Fibonacci définie
DIDI par

{Fy, F1, Fy,F3,Fy, F5, Fg, ...} = {1,1,2,3,5,8,13, ...}
Ce qui donne une relation récursive de la forme
Fp,=F,_ 1+ Fj_o pour k>2

ol Fy = Fy = 1. Si le nombre d’itération est supposé étre n,
alors la recherche par Fibonacci réduit I'intervalle d'incertitude a

I
I, = —
n F,
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O Entrer x; 1, vy et n

Optimisation

B Tgfre ® Calculer I, Fy,..., F,

DIDI

F,
® [, = xy1 — xp1 et calculer I = ; I
n

Ta1 =2ug —Io, xp1 =21 + Iz

e faq=f(®a1) , fo1=f(2p1)
et on pose k=1
Fonkt1
Calculer I} o, = "],
o uler lpy2 = 1 k1

® Si fo.r > fbr mettre a jour
TLk+1 = Ta,k » LUk+L1 = ZUk + La,k+1 = Lbk

Tp k1 = TL k1 pt+2 o fa k1= fogen for+r = f (@ k1)
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° Sij fa,k < fb,k: mettre a jour
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DIDI TLk+1 =TLk » LUK+1 = Tk » Tak+1 = TUk+1 — Lk42

Tpk+1 = Task + fak+1 = fak + faps1 = f (Taks1)

: (5) §i k=n—2ouxyi41 > Tp 1 donner T =z, 541 et
ecron o f = f(z) puis sortir
Sinon k£ = k + 1 puis aller a I'étape 4

Inconvénients

Le défaut de cette méthode est de fixer le nombre d'itérations 3
I'avance.

Si I'on connait pas toujours a priori le nombre n de calculs que

I’'on désire effectuer, on peut utiliser la méthode du-nombre d’or.
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Objectif

Optimisation Suivant le méme principe que la méthode de Fibonacci, elle
Dr. Ibtissem consiste a prendre les longueurs des intervalles successifs dans
DIDI .
un rapport fixe :

L I I3 -

oL LT
de telle sorte qu’a I'étape k + 1 la disposition relative des points
soit la méme que celle de I'étape k.

La méthode de la
section d'or

Iy = Ikp1 = Ipyo

et si 'on impose :

e T _

Liv1 Ipyo
on en déduit :

A

I Tiia
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Objectif

Optimisation

) 1 .
Dr. Ibtissem Soit 7y = 1 + — ou encore v2 — v — 1 = 0, équation dont la

racine positive est le nombre d’or :

N ~ 1,618

V1
2

' Bien siir, la méthode du nombre d'or n’est pas optimale, mais
S o Vérifie sans peine que pour un nombre suffisamment élevé n
de calculs de la fonction f, elle conduit asymptotiquement a la
méme disposition de points que la méthode de Fibonacci.
En effet, on a:
F,

n—1

lim
n—>—+00

=7
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O Entrer x; 1, zy1 et e

Optimisation

. I
o ooy ® L =xy1 —xp1, 7 =1,618 et calculer I, = —

Tag = xu1 — Iz, wp1 = xpa+ Iz, fa1 = f (2a,1)
et for1=1f ($b,1) et on pose k=1

I
© Calculer I;,» = L
~

[ ] 1 ~ =
La méthode de la Si fa,k > fb,k: mettre a jour
section d'or

TLk+1 » TUR+1 + Tak+1 » Thk+1 + Jak+1 € fo k1

® Si for < fox mettre a jour les mémes quantités
0O Si I, <eou Tak+1 > Thkt1 faire
® Si for+1 > fo k41 calculer

Thk+1 + TUk+1
2

xr =
19/23
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Interpolation
quadratique

® Si fort+1 = fo.et+1 calculer

Ta,k+1 T Tbk+1
2

j:

® Si for+1 < for+1 calculer

7= TL g+l + Ta k1
2

calculer f = f(z) puis sortir

Sinon k£ = k + 1 puis aller a I’étape 3

Exercice.
Pour la fonction f(z) = e®(*~1), effectuez trois itérations des
deux algorithmes (dichotomie, Fibonacci et sec-

tion d’or) & partir de I'intervalle initial [—1, 1] .avec un e = 1073,
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Objectif

Optimisation

B — En optimisation unidimensionnelle, la méthode d’interpolation
ool quadratique consiste a approximer |'expression de la fonction

objectif par un polyndme du second ordre

p(z) = ag + a1z + aza?
ol ag, aj et as sont constantes. Soit
D p(xi) = ag + arm; + apx? = f(x;) = fio.(x)
pour i = 1,2,3 ou [x1,x3] est |'intervalle qui contient le
minimiseur de f(z).

Considérons que les valeurs de f; sont connues, ainsi ag, a; et
ay peuvent étre déduite par la solution du systéme (x).
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Objectif

JILENIN  |a premiére dérivée de p(x) est donnée par :

Dr. Ibtissem

DIDI p’(a:) = a1 + asx

Sip/(x) =0 et ag # 0 alors le minimiseur de p(z) est déduit par

* ai

o 2@2

En résolvant simultanément les équations du systéme (%), on
trouve

(:v% - a:?),) J1+ (:E§ - x%) fo+ (33% — :c%) f3
(1 — 22) (21 — 23) (22 — 23)

ay = —

(2 —x3) f1 + (w3 — 21) fo + (1 — 22) f3
(z1 — z2)(z1 — 23) (22 — 73)

as =
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@B ht (i -ad) ft (10D fy
 2[(w2 —x3) fi + (23 — 71) fo + (w1 — 22) f3]

Si p(x) est une bonne approximation de f(x), alors z* sera une
bonne estimé de 7.

Interpolation en deux points. Ici, on considére que les valeurs
de f(z) et de ces premiéres dérivées sont connues en deux
points distincts. On peut écrire :

p(z1) = ag + a1z1 + aza? = f(x1) = f

p(x2) = ag + a122 + asxs = f(x2) = fo
P (z1) = a1 + 2a9z1 = f'(11) = f]
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La solution de ces équations donne aj et a9, ainsi x* =
fi(zg — x1)?
[fi = fo+ fi(z2 — 21)]

Maintenant si la dérivée est connue en deux points x1 et xo
Interpolation

qreym a |OrS ’
fo(xa —x1)

f1=1s

:1:*=a:1+2

J}*:IQ-I—
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© Entrer 71, 73 et € et poser zj = 10%.

Dr. Ibtissem (2] Calculer To = 1 + s et fl = f(IL’Z) et:= 1, 2, 3.

DIDI 2
© Calculer z* et f* = f(a*).
Si |z* — 2| <, alors T = z* et f(z) = f*, et arrét.

Optimisation

O Si z1 < z* < x5 alors faire :
si < fa, affecter z3 = x4, f3= fg, ro =x*, fo = f*;
sinon, si f* > fo, affecter 1 = x*, f1 = f*.
Si 29 < 2* < x5 alors faire :
si f* < fy, affecter 71 = 29, f1 = fo, ;3 = 2%, fo = f*;
sinon, si f* > fy, affecter x3 = a*, f3 = f*.
Poser z; = x*, puis répéter a partir de I'étape 3
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