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Chapitre 4

Séries De Fourier

4.1 Coefficients de Fourier

4.1.1 Coefficients de Fourier réels

Définition 1 (Premiére définition). Soit f une fonction T - périodique, on définie les coefficients de
Fourier associés a la fonction f par

2 (T/2 2 2 (T 2
vneN: ay== . £(2) cos (%t) dt = ?/0 £(#) cos (%”z) dt

T/2 T
VneN*: b, =%/_ f(t)sm( 7; )dr:%/o f(t)sin(znTnt)dt

La série de Fourier associée a la fonction f est donnée par
2 2
S(f)x) = C%O + ’; ay CoS (%x) + by sin (%x)

Définition 2 (Seconde définition). Soir f une fonction T - périodique, on définie les coefficients de
Fourier associés a la fonction [ par

T/2 T
apg = 1 fdt = l/ f(t)dt

T J-1)2
T/
Vn e N*: anz% _Tzf(t)cos( ) / f(t)cos( ) t
T/
Vn € N*: bn=% _Tzf(t)sm( ) / f(t)sm( ) t

La série de Fourier associée a la fonction f est donnée par
S(f)(x) =ao+ Za cos 271_nx + by, sin 271_nx
— o n T n T
n>1
4.1.2 Coefficients de Fourier complexe

Définition 3. Soit [ une fonction T - périodique, on définie les coefficients de Fourier associés a la
fonction f par

1 T/2 1 T .
VneN: ¢ = f@)e 2T g = / ezt T gy,
T )12 T Jo
VneN: a, =Re(cy), by =Im(cy).
La série de Fourier associée a la fonction f est donnée par

S(fHx )— 0L Zan cos (zernx) + by, sin (thx)

n>1
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2 4 Séries De Fourier

4.2 Fonction développable en séries de Fourier

Théoreme 1 (Théoreme de Dirichlet). Soit f une fonction T - périodique avec un nombre fini des points
de discontinuités de premiére espéces autrement dit si [ est discontinue en xo alors

Lim |f(x)| < 400, Lim |f(x)| < +o0.
x—>x(')" X—=>Xq
Alors
1. f estdéveloppable en série de Fourier.

2. La série de Fourier S(f)(x) converge simplement sur R et uniformément sur tout intervalle [a, b]
qui ne contient pas un point de discontinuité et

f(x) Si f continue en x

SO e+ s

2

Si fest discontinue en x

Théoreme 2 (De Jordan). Soit [ une fonction T périodique tel que
1. Il existe M > O tel que | f(x)| < M

2. La fonction f est monotone continue par morceau sur l'intervalle [0, T], autrement dit on peut
partager Uintervalle [0, T| en sous intervalle de la forme [a;, aj 1] tel que sur chaqu’un d’eux la
fonction f est continue croissante ou continue décroissante.

Alors la série de Fourier associée a f est convergente et

f(x) Si f continue en x

SOE=1 o) 4 £60)

2

Si fest discontinue en x

de plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ou f est continue.

4.3 Egalité de Parseval

Théoreme 3. Soit f une fonction T - périodique et soit S(f) la série de Fourier associé

1. Si la série de Fourier est donnée par

S(fHx) = a?() + Zan cos (Z”Tnx) + by sin (ZJTTnx)

n>1
avec
2 (T2 2 2 (T 2
VneN: a, = T o f(t) cos (%nt) dt = 7/0 f(t) cos (%nt) dt
2 T/2 . (2mn 2 (T . (27n
Vn e N*: b, = ? 12 f(l) s (Tt) dt = 7/0 f(t) sim (T[) dt
Alors

2 (FT/2 2 2 (T 2 a(z) 2 2
7/ F(x) dx=7/ F(x) dx=7+zan+bn.
-T/2 0 et



4.3 Egalité de Parseval

2. Si la série de Fourier est donnée par

S(f)(x) =ap+ Zan cos (ZNTnx) + by sin (thx)

n>1

avec
1 T/2 1 T
ap = — t)ydt = —/ t)dt
o=g [, J0a =5 [ 0
2 (T2 2 2 [T 2
VneN*: a,= T s f(t) cos (%t) dt = ?/0 f(t) cos (%t) dt
T/2 2nn 2 (T 2mn

Vn € N*: bn = T 12 f(t) sin (Tt) dt = T/(; f(t)sm (T[) dt

Alors

n>1

2 +T/2 2 2 d 2 2 2 2
= x)“dx = — x)“dx =ag+ ) a,+by,.
F [, Serax= g [ erdr=ai 4 Yak 0}



Exercices corrigés
sur les séries de Fourier

1 Enoncés

Exercice 1 Calculer la série de Fourier trigonométrique de la fonction 2m-périodique f: R — R telle
que f(x) = — |z| sur |—m, 7]. La série converge-t-elle vers f 7

Exercice 2 Calculer la série de Fourier, sous forme trigonométrique, de la fonction 2m-périodique
f: R = R telle que f(z) = 2% sur [0,2n[. La série converge-t-elle vers f?

Exercice 3 Soit f: R — R la fonction 27-périodique, impaire, telle que

1 sixzel0,n]

f(a:):{ 0 siz=m.
(1) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
(2) étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.
(3) En déduire les valeurs des sommes

N T N P
2T R @ 2 T

k=0 k=0

Exercice 4 Soit f: R — R la fonction 27-périodique telle que f(x) = e® pour tout z € |—m, 7).
(1) Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de la fonction f.
(2) étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.

(3) En déduire les valeurs des sommes

o0 (_1>n 00 1
Do T
n=1 n=1

Exercice 5 Soit f: R — R la fonction 27-périodique définie par
f(@) = (z—7)? xel0,2n].
(1) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

(2) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

(3) En déduire les sommes des séries

>EX v L

n=1 n=1



Exercice 6 Soit f: R — R une fonction 27-périodique contintiment différentiable, et soit « un réel
non nul. On considére ’équation différentielle

2'(t) + ax(t) = f(1).

Trouver une solution 27-périodique de cette équation en écrivant z(t) et f(¢) sous la forme de séries
de Fourier trigonométrique. Appliquer ce résultat au cas ou o =1 et

o (t—g)Z sitel0,n],
t) = 2
—(t—?’;) +%2 site [m2n].



2 Solutions

Solution de ’exercice 1 Il est facile de voir que la fonction f est paire, de sorte que les coefficients b,
sont tous nuls, et que

g [ " 2 [ 21— (-1 sin#0,
an(f) = 77/0 f(t) cos(nt)dt = 2/0 cos(nt) dt — /0 tcos(nt)dt = { ™2

T T sin=0.

On a donc :

SF(f)(t) = g + Z 7T(2k4+1)2 cos ((2k + 1)t).

E>1
Puisque la fonction f est continue sur R, le théoréme de Dirichlet montre que la série converge vers f
en tout point de R.

Solution de I’exercice 2 La fonction f n’est ni paire ni impaire. Calculons ses coefficients de Fourier
trigonométriques. D’une part,
21

o L[, 1[4
ao(f):*O f(t)dt:/o tdt:ﬂ[zg} =3

0

et d’autre part, pour n > 1,

an(f) = 1/027rt2005(nt)dt
_ 1 { {tQSmW)} T /0% oS0 (0) dt}
™ no n
A C=El
)

_ 4
= —
et
1 2m
bo(f) = / t2sin(nt) dt
T Jo
_ 1{{_tQCos(nt)rﬂ+/2”2tcos(nt) dt}
7r no |, 0 n
:1{fﬂ+hmyfﬂdf%m@&}
7r n n? |, 0 n
__4m 2 [cos(nt) 2m
B n o w| nd ],
_ A
B n
On a donc :

(e msinton))y

n

472
Mm@:EAAZ

n>1

3



La fonction f satisfait les hypotheéses du théoréme de Dirichlet, et la série SF(f) converge en tout ¢
vers

fH) + ft=) | f(t) sit¢2nZ,
2 2% sit € 277

Solution de ’exercice 3

(1) La fonction f étant impaire, a, = 0 pour tout n € IN. Pour n > 1,
2 [T cos(nt)]™ 21— (=1)" 4 si n est impair
bn(f):/ sin(nt)dt = |-————| =———=1¢ nn ’
TJo nodo T n 0  sin est pair.
La série de Fourier trigonométrique de f est donc donnée par
c- 4
SF(f)(t) = —————sin ((2k + 1)¢).
(H®) ; @ S (@R 1))
(2) La fonction f satisfait les hypotheéses du théoréme de Dirichlet, et la série SF(f) converge en

tout t vers : ;

La convergence ne peut étre uniforme car la limite f n’est pas continue.
(3) Pour t =7/2, 0on a:

sin ((2k + 1)t) = sin (g + kw) = (=1)*, donc i (2(;2]1) = %f (f) =T
k=0

Puisque f est impaire, I’égalité de Parseval donne

L P a =S =S e S LT
— =— " = — ———. donc e —
o |, 2 £ e R e~ N OV RN

Ensuite, on a :

n=1 k=0 k=1 n=1 n=1
Enfin,
S ) N | e 1 w2 2 (-t w2 1x? g
= = d - _ -
nz::l n2 +; (2k)2 ; Qk+12 8 M nz::l n? 8 16 12



Solution de ’exercice 4
(1) On a:

1 e(l—in)m _ ,—(1—in)7
T oom 1—in
1 e —e ™
= _— —1 L
2m <( ) 1—1n )
_ shr (=1)"
o7 1—in

converge vers f(t) sit € |—m,m| et vers (f(m+) + f(r—))/2 = chn si t = 7. Autrement dit,

T 1—1in

nezZ

sh (=)™ sint _ el site|—m 7|
chm sit=m.

La fonction somme n’étant pas continue, la convergence ne peut pas étre uniforme.

(3) Pour ¢t =0, on obtient :
_shr o~ (17

1 —,
™ 1—1in
nez

soit

o0 oo
o 1 1 2(—1)"
shr +nz::1( ) <1—in+1+in> +nz::0 1+n?’

d’ou l'on tire que

Z f:—l;; - % (s;:ﬂ' + 1) ’

n=0
Pour ¢t = 7, on obtient :
shr 1
chm=— T
T oAl —in
soit -
T 1 2
- = — _1
thm Zl—in Zl+n2’
nez =0
d’ou 'on tire que
oo
> =3 (s +)
—14+n®> 2 \thr



Solution de ’exercice 5 :

(1) On remarque que f est paire, de sorte que b,(f) = 0 pour tout n. Par ailleurs,
1 2 9 1 us 9 1 y3 ™ 271'2
wf) =1 [Cw-mrae= [ iy W[S_W i

et, pour tout n > 1,

1 271'
an(f) = = (z — )2 cos(nz) dz
T Jo
1
= / y? cos(ny 4 nm) dy
™ —T
ln
= W) y” cos(ny) dy
)4
_ 4
= —

ou 'on a effectué deux intégrations par parties. La série de Fourier de f s’écrit donc

SF(@) = 4y O

(2) La fonction f est de classe €*(R). Le théoréme de Dirichlet permet donc de conclure que, pour
tout z € R, SF(f)(z) = f(x).

(3) D’apres la question précédente,

2 7T2 s 1 772 > (_l)n
™ :f(O):§+4Zﬁ et Ozf(w):?+4z —
n=1 n=1
On en déduit que
n2 6 ¢ n2 12
n=1 n=1
Solution de I’exercice 6 : On écrit :
a = Ap >
ft :—O—i— ancosnt + b, sinnt) et ——l— (A, cosnt + By, sinnt
2 2
n=1 n=1

et, en dérivant terme & terme,

o

= Z (nBy, cosnt —nA, sinnt) .

On a alors

A o0
O—i-z nBy, + ady) cosnt + (aBy, — nA,)sinnt].

n=1

2 (t) + az(t) = a



En identifiant les coefficients, on obtient :

ago
AO =
ayg = OéAo, o
) aa, — nb,
a, = nB,+ad,, e A, = e
b, = aB,—nA,, B nan, + ab,
n n2 + 0[2 :

La fonction f proposée est continiment dérivable sur R. Calculons ses coefficients de Fourier. On a :

=t [ 3wt 53

Par ailleurs, on remarque que la fonction f — ag(f)/2 est impaire, de sorte que a,(f) = 0 pour n > 1.

2

7
dt = —.
2

Enfin,
1 i 2 1 27 3 2 2
bo(f) = 77/0 (t—g) sinntd7,‘—|—7r/7r —(t—;) —1—% sinnt dt
_(_1\n T 2 27
- 1(1)/ (t—f) sinntdt—l—ﬂ/ sin nt dt
Vs 0 2 2 s
1— (1)
_ T,
T 2
avec
L = / (t—f) sinnt dt
0 2
2 G m
_ _(t_z) cosnt} —I—/ 2(75—2) cosntdt
2 n 0 0 2 n
72 2 [T T
= (-1 += (t——) tdt
4n( (1) )+n/0 5 ) cosm
72 2 7w\ sinnt|™ T sinnt
S S (t——) —/ dt
4n( ( ))+n<[ 2 n ]0 0o n
2 2 [cosnt]™
- T+ 2
4n( ( ))+n2[ n L
= T (1)) + (1= 1)
72 2
= (1—(-1)") | - =
( ( ) )L”L n3:|
et ) )
4 cosnt]“" 1
Iy = inntdt = |— =——(1—-(=1D)").
5 /7T sinn [ - LT n( (="
Donc 41— (—1)
bn(f):T-
On obtient Ay = 72/2 et, pour tout k € IN*, Ay, = By, = 0,
A B 8
AT Rk - 1)2((2k—1)2 4 1)
-8
et Bop_1 =

m(2k —1)3((2k — 1)2 + 1)

7



Finalement, il est facile de voir que la série
oo
Z (nBy, cosnt — nA, sinnt)
n=1

est uniformément convergente, et que par conséquent la série

4o

o0
5 + Z (Ay, cosnt + By sinnt) ,

n=1

qui est aussi uniformément convergente, a pour somme une fonction x(¢) continiment dérivable sur R,
qui est solution de I’équation différentielle donnée.
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