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Chapitre 4

Séries et Suites de Fonctions

4.1 Suite de fonctions
Définition 1. Soit I’ensemble

FU,K)y={f:1 CR—->K=RouC}.
On définie une suite de fonction notée [ une application de la forme

f i N— F(.K)

n+—  fn,

tel que
fo:l — K

X > fa(x)

Exemple 1. la famille de fonction ( fy,),en+ définie par

nx +1

Vn e N*; Vx € [0, 1] . fn(X) = m,

est une suite de fonctions définie sur ’intervalle I = [0, 1].

4.1.1 Convergence simple et uniforme des suites de fonctions

Définition 2 (Convergence simple). Soit ( f,), une suite de fonction, on dit qu’elle converge simplement
ver f sur lintervalle I si

Vxel: Lim f,(x) = f(x).
n—+o00
autrement dit
Vxel, Ve>0, 3AN(e,x)eN: Vn>N(e,x)= |fu(x)— f(x)| <c¢
et on note ,
noo

Définition 3 (Convergence uniforme). Soit ( f,)n une suite de fonction, on dit qu’elle converge uni-
formément ver f sur lintervalle I si

Ve>0, 3IAN(e)eN: Vxel, Vn>N() = |fu(x)— f(x)]<e
et on note ,
noo

Définition 4 (Norme de la convergence uniforme). On appelle norme de la convergence uniforme la
norme définie sur F (I ;K) par

A1l = Sglf(?f)l, f e FU:K).
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2 4 Séries et Suites de Fonctions

Proposition 1. La suite de fonction ( f)n converge uniformément sur 1 si et seulement si
[ fa = fIl =Sup|fa(x) — f(x)| — O
xel n—+oo

Exemple 2.

1. Soit la suite de fonction définie par f,(x) = x" avecx € I = [0,1],on a

, B 0Sixel0l]
Lim_ 7o = £ {50 F <

n

donc f;, converge simplement ver f, de plus

Ifn = Sl = Sup |fu(x) = f(x)

x€[0,1]

= max [ Sup [|fn(x) — S (D) = f(l)l}

x€[0,1

= Sup [|x"|
x€[0,1]

=1 /4~ 0,
n—+00o

donc f;, ne converge pas uniformément ver f.

2. Soit la suite de fonction définie par f,(x) = x" avec x € I = [0,a]avec0 <a < 1,ona
Lim f,(x)= f(x)=0, Vxel,
n——+00
donc f,, converge simplement ver f', de plus

Ifa—fll= Sup [fa(x)— f(x)]
x€[0,a]
= Sup |x"]
x€[0,a]
=a" — 0,
n——+o00
donc f, converge pas uniformément ver f sur /.
sin(nx)

Jn

Li_ri_n fa(x)=0= f(x), VxeR,

3. Soit la suite de fonctions f,(x) = définie sur / = R, on a

donc f, converge simplement ver la fonction nulle sur R, de plus

1) = FG1 = Sup | fu(x) = £ ()]
sin(nx)
xX€R \/ﬁ
1

——— — 0,

ﬁ n—-+o00

donc on a la convergence uniforme de f; ver la fonction nulle sur R.

= Sup
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4. Soit la suite de fonction f;, définie sur I/ = [0, 1] par

n%x Si x €0, %]
fu(x) =13 —n?x +2n Si x e]%,%
0 Si x €]2,1]

lorsque n tend ver +oo la fonction f;, tend ver zéro car I’intervalle ]%, 1[ tend ver [0, 1] donc on a la
convergence simple ver la fonction nulle, de plus

[fn(x) = fCO = Sup |fu(x) = f(x)]

x€[0,1]

=maX[ Sup | fu(x) = f()[.  Sup  |fu(x) = f(x)[. Sup |fn(x)_f(x)|:|

x€[0,1/n[ x€]1/n,2/n] x€]2/n,1]

=max| Sup n%x, Sup (—n’x+2n)
x€[0,1/n[ x€]1/n,2/n]

=n /> 0,

n—+o0o
donc nous n’avons pas la convergence uniforme.

5. Soit la suite de fonction f;, définie sur I = [0, 1] par

0Six=0
fun(x) =14 18ix€]0,1/n]
0Sixel[l/n, 1]

lorsque n tend ver +oo I'intervalle |1/7, 1] tend ver [0, 1] donc la suite f; converge simplement ver
la fonction f = 0, de plus

[fn(x) = fOOI = Sup |fu(x) = f(x)]

x€[0,1[

=maX[|fn(0)—f(0)l, Sup [fa(x) = f(x)[, Sup |fn(x)_f(x)|i|
x€]0,1/n] x€]l/n,1]
=1 /~ 0,

n—-+o0o
donc nous n’avons pas la convergence uniforme.

6. Soit la suite de fonctions f; définie sur R par

n cos(nx)
N

Jfn(x) n’admet pas de limite quand # tend ver 400 donc nous n’avons ni la convergence simple ni la
convergence uniforme.

Ja(x) =

7. Soit la suite de fonction f,, définie sur I’intervalle / = R par

2nx
1 4+ n2x2’

Jn(x) =

ona
Lim fu(x) =0= f(x)

n—+

donc on a la convergence simple ver la fonction nulle, de plus
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2nx ! 1 —n2x2 0 n 1
_— = IN— = & X = -,
1 +n2x2 (1 + n2x2)2 n

()

g1 () = (fulx) = (X)) = (
et donc
1 fu(0) = £(0)]] = max [xgignoo gm0,

= max [0, 1, 1, 0]
=1 4/~ 0

n—-+o00

’

1 .
on (+—)‘, Lim |gn(x)|}
n X—>+00

donc nous n’avons pas la convergence uniforme.

Proposition 2. Si une suite de fonction converge uniformément sur un intervalle I alors elle converge
simplement sur le méme intervalle. La réciproque est fausse.

Proposition 3 (Critere de Cauchy de la convergence uniforme). Soit ( f,), une suite de fonction, elle
converge uniformément sur I si et seulement si
Ve>0, 3dAN(E)eN: Vn>N(), VmeN= |f,(x)— fuymX)| <e, Vxel.

Autrement dit

Ve>0, 3IAN(E)eN: Vn=>N(), VYmeN=|fi— forml| Ze.

4.2 Propriétés de suites de fonctions uniformément convergente,
Régularité de la limite d’une suite de fonctions

Proposition 4 (Continuité). Soit ( f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I C R tel que f,
converge uniformément ver une fonction f sur I. Si f, est continue en xo € I (respectivement sur I )
alors f est continue en xg (respectivement sur I ).

Proposition 5. Soit ( f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I C R tel que f, converge
uniformément ver une fonction f sur I

Remarque 1.
1. Si f, converge simplement ver f et f, continue cela n’implique pas que f est continue en xyo.
2. Si f; est continue et f discontinue alors on conclus que f; ne converge pas uniformément ver f.
A
Proposition 6 (De Dini). Soit ( f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I C R, continue sur

1, converge simplement ver une fonction f sur I et fy est une suite croissante sur 1. Alors f, converge
uniformément ver f sur 1.

Proposition 7 (Intégration). Soit ( f;,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I C R tel que f,
converge uniformément ver une fonction f sur I et f, intégrable sur I. Alors f est intégrable sur I et
pour tout intervalle fermé bornée [a,b] C I ona

b b b
Lim / fn(x)dx :/ nl:)igloofn(x)dx :/ f(x)dx.

n—-+o0o

Corollaire 1. Soit ( f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I = [o, 8] C R tel que f,
converge uniformément ver une fonction f sur I et f, intégrable sur I.
Soit a € I et soit les deux fonctions

Folx) = / fudt, F(x) = f £y,

Alors Fy, converge uniformément ver F sur I.
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Proposition 8 (Dérivabilité). Soit ( f,,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I C R tel que
1. f, estde classe C! sur I pour tout n.
2. f, converge uniformément ver une fonction g sur I.

Alors f,, converge uniformément ver une fonction f sur I tel que f'(x) = g(x) autrement dit
/
( Lim f, (x)) = Lim f,(x).
n—-+4o00 n—+o0o

Proposition 9 (Dérivabilité). Soit ( f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I C R tel que
1. fy estde classe C! sur I pour tout n.
2. fu converge uniformément ver une fonction f sur I.

Alors f est de classe C' sur I et f,] converge uniformément ver f’.

4.3 Séries de Fonctions

4.3.1 Séries de fonctions, Convergence simple et Convergence absolue

Définition 5 (Série de Fonctions). Soit ( f;,)n une suite de fonctions définie sur un intervalle I C R et
soit

Sn(x) = fu(x). VneN,
k=0

On appelle une série de fonctions notée Z fn(x) le couple de deux suites de fonctions (fn)n et (Sy)n.
n>0
La série Z fn(x) est de méme nature que la suite (Sp)n.
n>0
Définition 6 (Domaine de convergence d’une série de fonctions). On appelle domaine de convergence
de la série de fonctions Z fn(x) Uensemble des xo € 1 tel que la série Z Jfn(x0) converge.

n>0 n>0

Définition 7 (Convergence Simple). On dit que la série Z fn(x) converge simplement sur I ver une
n>0
fonction S(x) si pour chaque x fixé dans I la série numérique Z Jfn(x0) converge, autrement dit
n>0

Vxel, Ve>0, 3IN(g,x)eN: Vn>N(gx) = |Sp(x)—SXx)| <e.

Autrement dit

Vxel, Ve>0, 3N(e.x)eN: Vn=N(ex)=| Y fi(x)|<e
k>n+1

Proposition 10 (Critere de Cauchy). Soit la série de fonction Z fn(x) définie sur un intervalle I a

n>0
valeur dans R ou C, elle converge simplement sur I si et seulement si elle est de Cauchy, autrement dit

n+p

> filx)

k=n

Vxel, Ve>0, 3IN(e,x)eN: Vn>N(s,x), VpeN— <e.
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Définition 8 (Série absolument convergente). On dit que la série de fonctions Z fn(x) est absolument
n>0
convergente si Z | fu(x)| converge simplement.

n>0
Proposition 11. Si la suite de fonctions Z Jfn(x) converge absolument alors elle converge simplement.
n>0
Remarque 2. Pour montrer la convergence simple on applique les critere de convergence des séries
numérique au niveau de la séries Z Jn(x). A

n>0

Exemple 3. Soit la séries de fonction définie par

ne—nx
D S VXER
x%n
n>1 +
on a
—nx 0 Six>0 (Condition nécessaire de convergence vérifiée)

ne

n—>i—Ii-noo IS rCaY =11 Six=0 (Diverge)

+o0 Six <0 (Diverge)

ne—nx
Dans le cas ou x > 0 on pose fp(x) = —-—5—— >0,0ona
x“n* +1
- far1(®) (A DemtDY 32240
Lim ———~ = =e <1
n—>+oo fn(x) n—>+oo x2(n +1)2+1 ne™"x
ne "*
on applique le critere de D’ Alembert on en déduit que la série de fonctions Z ———— converge
x2n? +1

n>1
simplement sur R .

4.3.2 Convergence uniforme d’une série de fonction

Définition 9 (Convergence uniforme). Soit la série de fonctions Z fn(x), on dit qu’elle converge uni-

n>0
n

formément si la suite de fonction S, (x) = Z Jfi(x) converge uniformément ver S(x) = Z fn(x),

k=0 n>0
autrement dit

152 = SI = Sup|Sa(x) = S) = Sup| D felw)| = — 0.

—+00
xel k>n+1

Proposition 12 (Critere de Cauchy). Soit la série de fonction Z fn(x) définie sur un intervalle I a
n>0

valeur dans R ou C, elle converge uniformément sur I si et seulement si elle est de Cauchy, autrement

dit

n+p

> filx)

k=n

Ve>0, 3IAN(E)eN: Vn>N(), VpeN=— <e Vxel.

ce qui est de méme que

n+p

> fi

k=n

Ve>0, 3IAN(e)eN: Vn>N(), VpeN=— <e.
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Proposition 13. Si la série de fonctions Z fn(x) converge uniformément sur I alors elle converge
n>0
simplement sur I, la réciproque est fausse.

Exemple 4. Soit la série de fonction Z Jfn(x) définie par

n>0
e—nx
X) = , VYx e[l +ool,
In(x) 2nx" + x2 + nx [ [
ona
P = A
k>n+1 k>n+1
e—nx
= Z onxn —|—x2+nx
k>n+1
e—nx
=D |y
k>n+1
e—n
=) S
k>n+1
e—(n+1)
+1
_2En
1 e n—-+oo

donc la série de fonction Z Jfn(x) converge uniformément sur [1, +o0|.

n>0

Remarque 3. Pour monter la convergence uniforme sur / de la série de fonctions Z fn(x) il faut

n>0
montrer que

> fi| =Suwp| Y S| —> 0.

n——+oo
k>n+1 X€l |k>pnt1

4.3.3 Convergence normale d’une série de fonction

Définition 10 (Convergence normale). Soit la série de fonctions Z fn(x) définie sur I C R, on dit
n>0
qu’elle converge normalement sir I si la série numérique définie par Z || full converge, avec

n>0

| full = Sup|fu(x)|, VneN.
xel

Exemple 5.
Zx”, X €[-a,+a], O0<a<l.
n>0
on pose fp(x) = x"ona
[ fnll = a”
vu que a €]0, 1] donc Z | fz]l est une série géométrique convergente et donc Z Jfn(x) est normale-
n>0 n>0

ment convergente.
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Proposition 14. La convergence normale sur un intervalle I implique la convergence uniforme sur l’in-
tervalle 1, la réciproque est fausse.

Proposition 15 (Critere de Weierstrass). Soit Z Jn(x) une série de fonctions définie sur un intervalle
n>0
I telle que
ANoeN, VneN, n>Ny, Vxel: |fulx)=<Cy,

et > Cy, une série numérique convergente. Alors E Jfn(x) est normalement convergente sur 1

n>0
Exemple 6.
Z sin(nx)
4
=0 " + 1
on a in () .
sin(nx
VneN*, VxeR: | =2=Cn
n*+1 n
L . sin(nx)
et Y C, est une série de Riemann convergente donc Z i est normalement convergente sur R.
n
n>0

Proposition 16 (D’ Abel). Soit Z Jfn(x) une série de fonction définie sur I telle que

n>0
ANo e N, Vn >Ny, forallxel: fr,(x)=us(x)v,(x),

et
n

1. La suite de fonction U, (x) = Z uy (x) est bornée autrement dit
k=Ny

Vxel, Vn=>Ny: |Up(x)|<M, MeRL.

2. La suite numérique ||v,(x)|| tend ver zéro quand n tend ver +o0.

3. La série E lvy — vp+1] converge.
n>Ny
Alors la série E fn(x) est uniformément convergente sur I .
n>0

Exemple 7. Soit la série de fonction ) -, fn(x) tel que

sin(nx)
fn(X):m, VXGI:[ﬂ/2,37T/2],
on pose
1
up(x) = sin(nx), va(x) = m
1. Ona

n n n
Z Up = Z sin(nx) = Im (Z ei"x)
k=1 k=1 k=1

. (ixl_ei(n—i-l)x) | (ix(l_ei(n+1)x)(1_e—ix))
=Imje" — | =1lm|e

1 —eix }1_eix‘

_ ei(n—l—l)x)(l—e‘”) eix — 1= ei(n+2)x+ei("+l)““

(. _
= Im (e [1—eix| ) =Im ( (1 — cos(x))? + (sin(x))? )

_sin(x) — 1 —sin((n + 2)x) + sin((n + 1)x)
- (1 — cos(x))? + (sin(x))?
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et donc
4 2 1

< = =

T (mcos@)? + (Gn@)? - 1-eos@)” (g (x))z

n
D uk
k=1

qui est bornée car x € [7/2,37/2].

2. Ona |
<= 0,
ool < =5 =
donc
[vn ()] —> 0,
n—-+o0o
3.0na
1 1
lvn = vat1ll = Sup ‘

xeln/2,3m)2] | M2X% + 1 T+ D)2x2+1
(n + 1)2x2 +1—n3x2

= Sup
x€[n/2,3m/2] (”2X2 + 1) ((l’l +1)2x2 + 1)
2nx% +x%2 + 1
= Sup o) 5
x€[r/2,3m/2] (n X<+ 1) ((l’l + 1)%x? + 1)
3rn +1 16 1

(Riemann Converge)

= (n2(7/2)2 + 1) ((n + 1)?(7/2)2 + 1) T 33 n3

donc Z llvy — vp+1] converge.
n>1

On utilise le Critere d’ Abel on en déduit que Z Jfn(x) converge uniformément sur /.

n>1

Corollaire 2. Soit Z fn(x) une série de fonction définie sur I telle que

n>0

ANo €N, Vn> Ny, Vxel: fi(x)=u,(x)v,(x),

et
n

1. La suite de fonction Uy (x) = Z uy (x) est bornée autrement dit
k=Ny

Vxel, Vn>Ny: |Un(x)| <M, M eR%.

2. La suite numérique ||v, (x)|| tend ver zéro quand n tend ver +o0.

3. la suite de fonction (v, (x))y est une suite de fonctions monotone en n.

Alors la série Z fn(x) est uniformément convergente sur 1.

n>0

Exemple 8.

on pose

1
un(x) = (=D wn(x) = 2.,



10 4 Séries et Suites de Fonctions

n
on a Z (—l)k est bornée, et
k=1

donc

de plus v, (x) = Xy que x > 0 donc v, est strictement croissante en #.0n utilise le corollaire
(=D”

nx*

précédent on en conclus que E converge uniformément sur /.

n>1
Proposition 17 (Continuité). Soit Z fn(x) une série de fonctions sur Uintervalle I telle que
n>0

1 Z fn(x) converge uniformément sur I ver une certain fonction S(x).
n>0

2. fu(x) est continue en xg € I (respectivement sur I ) pour tout n
Alors S(x) est continue en xg (respectivement sur 1 ).
Proposition 18 (Dérivabilité). Soit Z fn(x) une série de fonctions sur Uintervalle I telle que
n>0
1. Pour toutn € N f, est de classe C' sur I.

2. Z f(x) converge uniformément sur 1.

n>0
3. 1l existe x¢ € Itel que Z fn(x0) converge.
n>0
4. fn(x) est continue en xo € I (respectivement sur I ) pour tout n
Alors

1 Z Jfn(x) converge uniformément sur I .

n>0

2. Z fn(x) est de classe Ct sur I et

n>0

S R@ | =D fi.

n>0 n>0

Proposition 19 (Intégration). Soit Z Jfn(x) une série de fonctions sur Uintervalle I telle que

n>0
1. Z Jfn(x) converge uniformément sur I ver une certain fonction S(x).
n>0
2. fu(x) est intégrable sur I pour tout n
Alors
1. S(x) est intégrable sur I.

2. Soit xg € I alors pour tout x € I ona

> xfn(t)dté)/xS(z)dtzfx > falt) | dt.

n>0 X0 n>0
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