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Chapitre 3

Séries Numériques

3.1 Généralités
On rappelle les deux majoration suivante, lorsque x est au voisinage de +oo
e > Cstx* Va eR. In(x) <CstxP, VB>0

Définition 1 (d’une série numérique). Soit (uy,), une suite numérique on note par (Sy)n la suite

n
S, = Z u,, VneN (3.1
k=0

On appelle une série numérique de terme générale u, la couple de deux suites (u,, Sy) liéé par la
relation (3.1), Sy st dit la somme partielle jusqu’a le rang n.
On note aussi la série par

D un

n>0
Définition 2 (la convergence d’une série). On dit que la série
D un
n>0
est convergente si et seulement si la suite (Sy )y est convergente
Exemple 1.
1
) pELE
= n(n+1)

on utilise la décomposition en éléments simples on a

! I A
_— = - a =1, = —
nn+1) n n+1
donc
5 1 i 1 Yoo
= [i
n(n—|—1) N—>+oo 1n(n—l—l) N—+oo = n n+1
'Nl N 1 N1 +
= ] - — _
N—I>Too nX::ln n=1n+1:| N—>+oo|:2=:n 2_: j|
r N N
1 1 1
= i 1 - — -

=1

2. Z(—l)” vaut 0 ou 1 elle n’admet pas une limite, donc elle diverge.

n>0
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3 Séries Numériques

3. Z r' avec r € Ry \ {1}. Série géométrique, on sais que pour r # 1

n>0

q _

1 — pa—p+1

D rf=r? 1r

k=p -7
ainsi

Y = tim 1—r"t1 (0 Sio<r<l1
T nSo 1—v +ooSir>1

a1 008 2™
1 1 1
- sin (27"71) S Snra SN\ Sn T o
t = =
e ) cos (277 1) 1
COS W COS 2n+1
1 1 1Y . 1
sin o cos it ) T cos o sin TS
N 1
cos on+1
1 1 1
= sin 2—n — coS 2—n tg ot
et donc
g™ 1 1
cos (27) E\ 8\ 2nt
ainsi

(n —2)?
5.y 2L —

n>1

Définition 3 (Opérations sur les séries).

1. On définit la somme des deux série Z Uy, et Z vy la série

n>0 n>0

Zun + vp.

2. On définit le produit de la série Z Up par un scalaire A par

n>0

Zkun.

3. On définit le produit des deux série Z Uy et Z vy la série définie par

n>0 n>0

n
2D pUn-p:

n>0p=0



3.2 Convergence Et Propriétés 3

3.2 Convergence Et Propriétés

Définition 4 (De la convergence). On dit que la série Z Up converge vers S si la suite

n>0
n
k=0
converge ver S. Sy s’ appelle la somme partielle de la série.
+o00

Définition 5 (De la convergence). On dit que la série Z U, converge vers S = Z Uy sila suite

n>0 n=0

Ve<0, 3N(E)eN: Vn>=N() = |Y u,—S|<e

n>0

qui peut étre mise sous la forme
+o0
Ve<0, AN(e)eN: Vaz=N@E) = | Y up<¢

n=N(e)+1

la valeur
+o0
R, = Z Un,
n=N(s)+1

s’appelle le reste le reste de la série.

Proposition 1. Sin on ajoute ou on retranche un nombre finie de termes la nature de la série ne change
pas, par contre sa somme (limite de la série) change.

Proposition 2. Soit Z Uy, et Z vy, deux série alors

n>0 n>0

1. Si E U, converge et E vy, converge alors E Un + vy, converge.

n>0 n>0 n>0
2. Si E Uy converge et E vy, diverge alors E Up + vy diverge.
n>0 n>0 n>0

3. Si Uy, diverge et vy, diverge alors on peut rien conclure sur la nature de Up + Vp.
8 8 p

n>0 n>0 n>0
3.2.1 Condition nécessaire et suffisante de convergence

Théoreme 1. Soit E Uy une série.

n>0

1. Si Z Up converge alors Lim u, = 0.

7=0 n—+00
2. Si Lim wu, # 0alors E uy diverge.
n—-+o0o >0
n>

3. Si Lim wuy, = 0alors on peut rien conclure sur la nature de E Up.
n—+o0o s
n=
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en

n2+1(_1)n’“n: ¢ (—1)", vu que

n2+1

Exemple 2. Soit la série )
n>1

en

Lim (—D)" =+ —00 #0,

n—>+oon2 + 1
donc cette série diverge.
3.2.2 Propriétés des séries numériques convergente

Proposition 3. Soit Z u, et Z v, deux série alors si Zun converge et Z v, converge alors

n>0 n>0 n>0 n>0

E Up + vy converge ver E U, + E Vp.

n>0 n>0 n>0

Proposition 4 (Cauchy). On dit que la série Z Up est une série de Cauchy si

n>0
N@)+p
Ve>0, IAN(E)eN: Vn>N(), Vp>1— Z Up| < e.
n=N(e)+1

Proposition 5. Dans R et C toute série de Cauchy converge et toute suite convergente est de Cauchy.
Définition 6 (Série absolument convergente).
1. On dit que la série Z Uy est absolument convergente si Z |un| converge.
n>0 n>0
2. On dit que la série Z Up est semi-absolument si Z Up converge et Z |un| diverge.
n>0 n>0 n>0
Théoreme 2. Toute suite absolument convergente dans R ou C est convergente.
(_ l)n en
=——0

3}’!

—1)en
Exemple 3. Soit la série Z %, le terme générale u, n a
n>0

n

=5=05)
S 3n o \3

. (o4 e\" TN e
la série du terme générale (5) est une série géométrique convergente car 3 €] —1,+1[ donc Z [un|

n>0

(_l)nen
lun| = '3—11

converge et donc E U, est absolument convergente donc elle converge.

n>0

3.3 Séries A Terme Positif

Définition 7. On dit que la série Z Up est a terme positive si

n>0

INeN: Vn>N: u,=>0.

—n

e
Exemple 4. Soit la série ———, vuque
P 2 2o
n>0
e—n
Vn>10: —>0
n2—99
e—}’l
alors la série ——— est a terme positive.
P P

n>0
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Proposition 6 (Série géométrique). La série Z r" converge si et seulement si r €] — 1 + 1] et dans ce

nzp

PP
Zrn: 1—r

nzp

casonda

Proposition 7 (Monotonie). Soit Z Up une série a terme positive alors la suite

n>0
n
n=0

est une suite croissante a partir de certain rang n = N. De plus si E U est majorée alors elle est
n>0

convergente.

Exemple 5. Soit la série E Uy avec

n>0
—n

u =
T pn

vu que U, < o alors
1
D un =) 5y =2
n>0 n>=0

donc la série E U, est a terme positive majorée donc elle est convergente.

n>0

Proposition 8 (Comparaison). Soit Z u, et Z vy, deux série a terme positive tel que
n>0 n>0
AN eN: Vin>NeN: u, <v,.
1. Si Z Uy diverge alors Z vy, diverge.
n>0 n>0

2. Si E vn converge alors E U, converge.

n>0 n>0
. PN . . 2 + sin(n) . o
Exemple 6. Soit la série a terme positive suivante Z g on peut faire la majoration
n>1 n
2 + sin(n) - 3 1
n23n — 3n 3n—1
e 5! ! ; I
a série Z 1 = Z i est une série géométrique convergente donc on utilise le critere de compa-
n>1 n>0
. . ) 2 4 sin(n
raison, on en déduit que la série Z 2—() converge.
n=3n

n>1

Proposition 9 (Avec I'intégrale). Soit Z Up une série a terme positive, on définie la fonction f définie
n>0
de [0, +o00[ dans R satisfait
Vn>0: u,= f(n).
+o00
Alors la série Z Uy et lintégrale f(x)dx sont de la méme nature.
0

n>0
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1
Exemple 7. Soit la série Z — on définie la fonction
n

n>1

f(x) = xi‘x; Vx € [l,+o0]

on a

+o00 +m>1 +m>1
f(x)dx = / —dx = Lim —dx
1

X« A—+o0 Jq x¢
A

1
11—«

Al—a
Sia#1 Lim

Si 1
A—>+oo 1l — l—« o #

Lim
A—+too 1 —a |y

' 4 ¢ig = Lim In(A4 Sia=1
Al_;linooln(x)h Sia=1 Parere (4)

1
——— Si o > 1 converge

1l —«o

400 Sia<1 diverge

400 Sia=1 diverge

1 . .
donc Z — siet seulement si o > 1.

n>1

) 1
Proposition 10 (Riemann). La série a terme positive E —, dite série de Riemann converge si et seule-
n
n>1
ment si o > 1.

Définition 8. Soir E Up et E vy, deux série a terme positive, on dit que ces deux séries sont équivalente
n>0 n>0
si les deux terme générales u, et v, sont équivalent, autrement dit

et on note U, ~ V.
Proposition 11 (Equivalence). Deux séries a terme positive qui sont équivalente sont de la méme nature.
Exemple 8. Soit la série Z (—, on a
n>1
(=1)"n" n'

|u | = = y
” vn3en! vn3en!

utilise la formule de Stirling qui donne un équivalence de n! au voisinage de 400 :

n
n! ~ (Z) 2mn,
e

n" 1 1

\/_e()\/_ Vamw

on peut déduire alors que

[upn| ~

, 1 : :
La Série E — est une série de Riemann convergente ,donc E converge, et donc E [un|

2 2
n 4/ T hn
n>1 n>1 n>1

converge, alors E u, est absolument convergente, et finalement E u, est une série converge.

n>1 n>1
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Exemple 9. Soit la série a terme positive Z 2—2cos (—) on utilise le développement limité de cos au
n>1 n
voisinage de zéro a savoir

X2

cos(x) ~ 1 ——
()V(O) 2

y_» 1 1
—2cos|—) ~—
n n2

or la série du terme générale 1/n? est une série de Riemann convergente, donc on utilise le critére de

on en déduit que

. : : 1 .
comparaison on en déduit que la série E 2 —2cos (— est une série convergente.
n
n>1

Proposition 12 (Criteére de Riemann). Soit ) u, une série a terme positive tel que

Lim n%u, =1.
n—>0o0

1. Sil existe fini non nul alors :
a. Sia > 1alors ) uy, converge.
b. Sia < 1alors ) uy, diverge.
2. Sil =0eta > 1alors ) up converge.
3. Sil = 4ooeta < 1alors ) uy, diverge.
Preuve.
1. On suppose que

Lim n%u, =1,
n—o00

avec [ existe fini non nul, alors

Lim =1 & u, ~—

n—oo 1/n% n

or Y ,,La est une serie de Riemann converge si et seulement si « > 1, on applique le critere de
comparaison on en déduit que > u, converge si et seulement si o > 1.

2. On suppose que que o > 1

Lim n%u, =0,
n—00

donc
ICeRY; INeN; Vn=N: n%u, <C,

donc c
ICeR*; INeN; Vn>N: Un < —,
n

la série ) n% est une série de Riemann convergente on applique le critere de comparaison on en
déduit que ) u, converge.
3. On suppose que que o < 1

: o
Lim n%u, = +o0,
n—>oo

donc
ICeRY; INeN; Van=N: n%u,>C,

donc c
ICeRt; INeN; Vn>N: Un = —,
n
la série ) n% est une série de Riemann divergente on applique le critere de comparaison on en déduit
que Y u, diverge.
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a

Exemple 10.

Proposition 13 (Critére de comparaison indirecte). Soit Y u, et Y _ v, deux série a terme positive tel

que

Un+1 < Un+1 ‘

Un Un

dIN eN; Vn>N:

Alors
1. Si ) up diverge alors ) _ vy, diverge.
2. Si ) vy, converge alors Y uy converge.

Preuve. On suppose que

Un+1 < Un+1

AN eN; Vn>N:

Un Un
donc y y
1
AN eN; Van>N: nt <=
Un+1 Un
donc la suite u, /v, est décroissante ce qui donne que
Un+1 UN
INeN; va>=N: < N_c
Un+1 UN

alors
ANeN;, Vi>N: u, <Cuy
on applique le critere de comparaison alors
1. Si )_ vy converge la série ) u, converge.

2. Si ) u, diverge alors Y _ v, diverge.

Théoreme 3 (d’ Alembert). Soit Y u, une série a terme positive tel que

1. Siil existe a € [0, 1] tel que

INEN; VanxN: Doy
Un
alors Y uy, converge.
2. Siil existe a > 1 tel que
INEN; VnzN: Il
Un
alors Y uy, diverge.
Preuve.
1. Siil existe a € [0, 1] tel que
INeN; Vnzn: “Hlog
Un

cela donne que
AN eN; Va>N: upy1 <auy

et donc
ANeN;, Vn>N: u, <@ luy)a”

or > " est une série géométrique convergente on applique le critere de comparaison on en déduit
que alors Y u, converge.
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2. Siil existe o > 1 tel que
AN eN; Vn>n

cela donne que
AN €N; Vn>=N: uUpt1 > auy

et donc
AINeN;, Va>N: u,> (ozN_luN)oz”

or ) _ o est une série géométrique divergente on applique le critére de comparaison on en déduit que
alors Y u, diverge.

O
Proposition 14 (Criteére d’ Alembert). Soit Y u, une série a terme positive tel que

. Up+1
Lim =].
n—>00 Uy,

1. Sil < 1alors ) uy converge.
2. Sil > 1alors Y up diverge.

3. Sil = 1 on a un doute sur la nature de ) up.

Preuve. On suppose que
. Un+1
Lim =1
n—>00 Uy

donc
un+1__l

Ve>0; 3IAN(e)eN: Vn>N()—= <e

Un

ce qui donne
Vn > N(g) = (I —&)un <up+1 < ([ +&)up

alors
iz NE) = (=) [ =V une | < un < (40" [+ VO g .

1. Sil < 1 alors on peut choisir ¢ tel que / + ¢ < 1, or la série ) (I + )" est une série géométrique
convergente on applique le critere de comparaison alors on en déduit que la série ) u, converge.

2. Si/ > 1 alors on peut choisir ¢ tel que / — & > 11, or la série Y (I — &)" est une série géométrique
divergente on applique le critére de comparaison alors on en déduit que la série Y u, diverge.

3. Si/ = 1 on a un doute sur la nature de ) _ u,. Un exemple
La série de Riemann )  u, avec u, = ,,La vérifier

. Un+1
Lim

=1,

portant elle diverge pour o < 1 et elle converge pour o > 1.

a
Exemple 11. Soit la série ) -, "2":3—!"“6" on pose u, = '12+3—!”+3e” donc
D +2(n+1)+3 !
Lim 24— gy @FD #2000 EDH3 " —0<1,
n—>00 Uy N0 (n+ 1)! (n2 +2n + 3)e”

donc la série converge.
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Proposition 15 (Bertrand). On appelle série de Bertrand la série de la forme

1
2 (Ln(n)?
Elle converge si et seulement sioe > loua = 1let > 1.

Preuve. Le terme générale
1 1 p(-at1)/2

T e )P n @D (Ln())P

1. Sia > 1 alors

patD)/2
Lim — =
n=too (Ln(n))?
donc
n(—a+1)/2
ICeR*; INeN; V>N ——<C
(Ln(n))”
donc |
HCER_i_, HNGN, VnZN MnSCW,

3 Séries Numériques

vu que o > 1 donc la série de Riemann ) W converge, on applique le critere de comparaison

on en déduit que )  u, converge pour tout S € R.

2. Sia < 1 alors
pCoet+1)/2

Lim — =
n—+o0 (Ln(n))”
donc
ICeRy; INeN; Vvn>N: —— <C,
(Ln(n))?
donc

1
ICeRY: AINEN: Va2 N: upn2Corr.

vu que o < 1 donc la série de Riemann ) m diverge, on applique le critere de comparaison

on en déduit que ) u, diverge pour tout § € R.
3.Siea=1ona

+o00 1 A 1 A
/ ———dx = Lim ———dx = Lim / (Ln(x)) (Ln(x))_ﬂ dx
2 2

x(Lo(x)f = Aa=+oo)s x(Ln(x)? A=+o0
A
(L)' P
R T S

Lim Ln(L 4 5ig=1
Lim Ln(Ln()l3 Si p

. Lo(A)'? @wa@)' P .
A T g T o P

Lim Ln(Ln(A))—Ln(Ln(2)) Sip=1
A—+o0

(Ln(2)'~#
S

400 Si <1

Si g>1

400 Sip=1
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alors pour o = 1 la série converge si et seulement si 8 > 1.

O
Exemple 12. Soit la série Z U; avec
1
un = n )
Z k (nan(n))k
k=1
alors
- 1
u —
" = n2Ln(n)
1
or Z ———— est une série de Bertrand convergente (¢ = 2 > 1) donc on applique le critere de
n?Ln(n)

comparaison la série E Uup est une série convergente.
Proposition 16 (Critere de Guass). Soit E Up une série a terme positive tel que

Un

1
Un+1 n n

1. Si A > 1alors Zun converge.

2. Si A < 1lalors Z Uy diverge.

3. Sid=1letu<1alors Zun diverge.
4. Sid=1etpu>1alors Zun converge.

Proposition 17 (Raabe-Duhamel). Soit Z Up une série a terme positive tel que

. Un
Lim n —1|=«
n—-+o00 Up+1
1. Sia > 1alors E Up converge.

2. Sia < 1alors Z uy diverge.

3. Sia = 1 alors on a un doute sur la nature de la série E Up.

Théoreme 4 (Racine n°™® de Cauchy). Soit Z Uy une série a terme positive

1. Siil existe a € [0, 1] tel que
AN eN; Vu>n: Yu, <a,

alors E Up converge.

2. Siil existe a > 1 tel que
AN eN; Vn>n: Yu, >a«,

alors Z un diverge.

Proposition 18 (Racine n°™ de Cauchy). Soit Z Uy une série a terme positive tel que

Lim %/u, =1.

n—-oo
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1. Sil < 1alors Zun converge.
2. Sil > 1alors Zun diverge.

3. Sil = 1 on a un doute sur la nature de Z Up.

1\" 1\"
Exemple 13. Soit la série Z nt , On pose U, = nt on a alors
2n 2n

n>1

n—+1 1
- =<1,
2n 2

i =
donc la série Z Up est une série convergente.

n>1
Proposition 19 (Critere logarithmique). Soit Z Up une série a terme positive tel que

1

In (E)
im ——~ =
n—>+oo In(n)

alors

1. Sil < 1 la série Zun diverge.
2. Sil > 1 la série Zun converge.

3. Sil = 1 on a un doute sur la nature de la série Z Up.

3.4 Séries A Terme Quelconque

Définition 9. On dit que E Up est une série a terme quelconque si le terme générale u, change de signe
au voisinage de +00.

sin(n)

Exemple 14. la série Z est une série a terme quelconque.

n

Théoreme 5 (Critére D’ Abel). Soit la série Z Uy tel que le terme générale u, ce décompose sous la
forme

Un = VpWp
on pose
n
Un == Z Uf.
k=0
Alors si

1. La suite U, est bornée

2. La suite vy, a variation bornée autrement dit

IM eRY Y fupr1—vpl =M

n>0

3. La suite vy, tend ver zéro quand n tend ver [’infinie.

Alors la série E Uy est une série convergente.
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Théoreme 6 (Critere Dirichlet-Abel). Soit la série Z Up tel que le terme générale u, ce décompose
sous la forme

Un = VpWp
on pose
n
Un - Z Ul .
k=0
Alors si

1. La suite Uy est bornée
2. La suite vy, est croissante ou décroissante
3. La suite vy, tend ver zéro quand n tend ver [’infinie.

Alors la série E Uy est une série convergente.
Théoreme 7 (Critere de Liebniz). Les deux série

sin(On)
z: ne

n>1

ZCOSH(#, B +2%kn, keZ,

n>1
converge si et seulement si o > 0.

Définition 10 (Séries Alternées). On appelle une série alterné une série de la forme Z(—l)" v, avec
v, > 0.

Théoreme 8 (Licbniz). Soit v, une suite décroissante au voisinage de 'infinie avec Lim v, = 0 alors

n——+o00
D (=)

+o0
1Sp = SI=| Y (~DFvg| < Vo
k=n+1

la série

converge et de plus

3.4.1 Utilisation du développement asymptotique :

On utilisée pour les séries a termes quelconques pour lesquelles les criteres précédents ne s’appliquent
pas. Dans de nombreuses situations, on conclut sur la nature d’une série en se ramenant a une série plus
simple.

En utilisant le développement asymptotique ; il faut développer a un ordre suffisamment élevé pour ob-
tenir un reste absolument convergent.

Exemple 15. La série ) % avec le terme générale

=Dl
no 14 &L

n

Un

vu que (—1)"/n — 0 on fait le développement limité de 1/(1 + u) au voisinage de zéro ce qui donne

=1—u+u? 0142,
1+u + +o@?)

donc
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(=n" =" 1 1
=S S e ()]

ce qui peut étre mise sous la forme

b= C (1)

n n2 n3 n3

la série Y (—1)"/n est une série alternée convergente, > 1/n? est une série de Riemann convergente et
3(=1)"/n3 est une série absolument convergente donc Y u,, converge.
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