Mekki HOUBAD

Analyse Vectorielle

Chapitre II d’ Analyse III et IV

Septembre 2016



(©Mekki HOUBAD
Département de Mathématiques
Université Abou Bekr Belkaid
Tlemcen 13000

Algérie

m.houbad @gmail.com

La copyright exige la citation du document dans le cas ou il est utiliser pour
1. L’enseignement et/ou la reproduction des documents, .
2. La distribution d’une version modifier de document et/ou une partie de ce document,

3. L’utilisation de I’enchainement des sections, des définitions, des théorémes, des propositions, la
construction des preuves, les figures.

http://www.univ-tlemcen.dz


Mail to: m.houbad@gmail.com
http://www.univ-tlemcen.dz

Table des matieres

2 Analyse Vectorielle . .......... .. ... e 1
2.1 Lescourbesetles surfaces ........ ... e 1
2.2 Champs des scalaires et champs des VeCteurs . .. ........ovine .. 10
2.3 Gradient, divergence, rotationnel, laplacien et opérateur nabla ...................... 12
2.4 Potentiels scalaires et potentiels VECIEUIS . .. .....outitne ettt 14
2.5 Intégrale curviligne ... ... ..ottt e 18

2.5.1 Définition et thEoreme . . .. ...ttt e 18
2.5.2 Conditions pour qu’une intégrale curviligne ne dépende pas du chemin

AINEEGIation . ... oottt e e 20

2.5.3 Formule de Green, Formule de Gausse ..............ccoiiiiiiiiiiiiiinaann. 23

2.6 Intégralesde surface .......... ...t 26

2.6.1 Définition et th€or€mes . .. ...« e 26

2.6.2 Formule de Stockes . ... ... ..ot e 29

2.6.3 Formule d’Ostrogradsky . ........coiuiiii i e 30






Chapitre 2

Analyse Vectorielle

2.1 Les courbes et les surfaces

Définition 1 (Courbe). Une courbe dans I’espace est un ensemble de points dont les trois coordonnées
cartésiennes peuvent étre définies par trois fonctions scalaires dépendent d’une variable réelle

(C) ={(x(t),y(t).z(t) eR*: telCR}.

la fonction
y() = (x@).y(@),z(t)): telCR
est appelé paramétrage ou chemin de la courbe (C).

Exemple 1. Soit la courbe suivante

(C)={(x,y,z)e]R3: z—x2—y%2=0, z—y=0}

Fig 2.1.1 Deux vues de la courbe (C)

pour paramétrie la courbe e utilise les coordonnées cylindrique

x = rcosf
y = rsinf
z=z
ce qui donne
Chapitre Il : Analyse Vectorielle 1
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2 2 Analyse Vectorielle

232 = _ .2 ) x = sinf cosf,
=y =0 _0:>{§::sin9 %i:;ne y = (sin6)?, 6 €[0,27]
y= N - z = (sinf)?,

donc
y(0) = (sin9 cosh, (sinf)?, (sin@)z), 0 € [0,2mx].

Proposition 1 (Longueur d’une courbe). Soit (C) une courbe avec un parametrage y alors la longueur
de la courbe est donnée par
b
[ ol
a

Preuve.

— Lavaleur:

&
o

T
(xi—1, Yi-1.2i-1)
Il
y(ti-1) = (y1(ti-1), y2(ti-1), y3(ti-1))

(xi, yi,zi)

I
y(t) = (y1(t;), v2(t:), va(t:))

Fig 2.1.2 Découpage de la courbe (C).
On utilise le théoréme des accroissements finie en on déduit que les longueurs élémentaires Ax;,

Ay; et Az; sont exprimés par

Ax; =x; —xi—1 =y (t1)(ti —tic1),  tiy; € [ti ti1]
Ayi = yi —yic1 = v5(t2,)(ti —ti—1), tai € [ti ti—1]
Azj =zj —zi—1 = y3(t3,)(ti —ti—1), 12 € [ti,ti1]

et donc

Al = /(A% + (Ayi)? + (Az)?

= 01D + (320 + (313002 (1 — ti-1)

et donc la longueur de (C) est approchée par

Lo A=Y \/(V{ (t1,1))? + (3 (t2,))* + (v3(13,0))* (ti — ti—1)

i=1 i=1

quand n tend ver I'infinie on obtient I’'intégrale d’une fonction de R dans R qui vaut

b b
L= [ o2+ 02 + oz = [y o] ar



2.1 Les courbes et les surfaces
— Indépendance du parametrage : Soit 1 et y» deux paramétrage de la méme courbe (C)
v1:la.b] — (C), y2:[d'.b']— (C),
soit I’application de R dans R définie par
vo=yi oyx:la’ bl — [a,b]
on remarque qu’elle est croissante bijective et yo(a’) = a et yo(b') = b ainsi
b’ b’ b’
/
[ Isola = [ o oo e = [ v toe] d.
a’ a’ a’

Or yyp est croissante, donc : Vr € [a’,b'] 1 yy(t) =0

b b s =yo(t), ds=y(t)dt

[ molar= [ 1y Goo] vy =
a’ a’

vo(@) =a, yo(b")=»b

b
= [ o] as

Exemple 2. Soit la courbe suivante

C)={(x.y.2)eR?: x*+)y>+22=1, z=x>+y?}

Fig 2.1.3 Représentation de la courbe (C).
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— Paramétrisation de la courbe : en utilise les coordonnées cylindrique
x=rcos y=rsinf, z=h
ce qui donne alors

x24+y2+z22=1

2 _1_,2 1+ 5
W=l ihoi=0=— = V5
2 2 h:r 2
z=Xx4+Yy
vu que & = r? donc
1+4/5 1+45 . 1+4/5
X = 7 cosf, y= 7 sinf, z = 7

et donc

1+4/5 1+V/5 . 1445
7 sin(?), >

y(t) = (n1(). y2(1), y3(1)) = ( ) , t€[0,27]

— Calculer de la longeur

2 , 2w ; > ; 5 / >
[T 1rolar= [ Vo7 020 + (i)

= (1+v5)m

\/ (sin(?))? + (cos(?))?dt

Définition 2 (Surface). Une surface est un ensemble de point dans ’espace décrit a 'aide d’un pa-
ramétrage qui dépend de deux variables réelles

(8) = {T(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)) € R3: (m,v)eKcC RZ}
Exemple 3. Soit la surface (.5) définie apr
(S) = {(x,y,z)e]R3: x2+y?2 422 <1, z:x2+y2}.
on utilise les coordonnées cylindrique a savoir
x =rcosf, y=rsinf, z=rz,

ce qui donne

xX2+y2422<1 r2+z2<1 O=r=
z:x2+y2 {Z— 2 —
z=r?
et donc
x = rcosf
y =rsing , 6 €l0,2n], re[o,ﬁ/z].
z=r?

et donc la paramétrisation est

¢, v) = ($1(u, ), p2(u,v), $3(u,v)) = (ucosv, usinv,u®), ue [O, «/5/2], v € [0,27].
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Définition 3 (Tangent d’un courbe). Soit (C) une courbe donnée par le paramétrage y alors le vecteur
tangent a la courbe (C) est la dérivée de y

Définition 4 (Tangente d’une surface). On dit que v est un vecteur tangent a la surface (S) en un point
P si il est tangent a n’importe qu’elle courbe qui passe par ce point et qui est inclus dans la surface.
L’ensemble des vecteurs tangent a une surface en un point forment le plan tangent a cette surface en ce
point.

Proposition 2. Soit (S) une surface avec un paramétrage ¢ alors le plan tangent a cette surface c’est le
plan vectoriel engendré par les deux vecteur

d¢ 3¢
' v
Preuve. Soit p = (x0, y0,20) € (S) et soit (C) C (S) une courbe passe par p parametre par le
paramétrage y donc
x =¢1(u,v) = y1()
y = ¢2(u,v) = y2(t)
z = ¢3(u,v) = y3(7)

donc u, v dépendent de ¢ et donc

x = ¢1(u(),v()) = y1(t)
Yy =¢2(u(t),v(t)) = y2()
z = ¢3(u(t),v(t)) = y3(t)

ainsi la tangent a la courbe (C) est la dérivée de y donc

ad
( a¢1 () + = ¢1 V(1) )
Yo =[50 ] = | 22w+ L2 | = Luw+ v
y3(0)
I3 ¢3
S0 (0 + 5 00) )
: : o a9
donc n’importe qu’elle courbe qui passe par p sont tangent est combinaison linéaire de 3 30 vu que
u v
le plan tangent est I’union des tangents de ces courbes donc
ad
le plan tangent = span —¢ —¢ .
du dv
O

Exemple 4. Soit la surface (.5) définie par

1
(S) ={(x.y.2) eR’: %+y7+z2=1, z>—%
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Fig 2.1.4 Représentation de la surface (S).

on pose
x=x/§r0059, y=x/§rsin9, z=1z
donc
2 2
x?+y7+22:1 r?4z2=1 z=v1-r?
1 z== VI—r2> -
zzz 2 -2
2
d’apres la premiere égalité on remarque que r € [0, 1] et on utilise la seconde inégalité on a
1 V3
1—r2> = <r< 2=
r 1 —0<r< 2
et donc
(x,y,2) = («/5 r cosf, v/2 r sinf, V1 — r2) , TrE€ [O, \/5/4] , 6€]l0,2n]
et donc
¢(r’ 9) = (¢1 (I‘, 9)’ ¢2(r’ 6)’ ¢3(r’ 0))
= («/Er cosd, /2 r sinf, V1 —r2> , re [0, \/5/4] , 0¢€]0,2n]
et donc
V2 cosf —+/2 r sinf
¢ _| V2 sing I _
+—(r,0) = . = (r0) =1 V2 rcosd
ar T 00 0

V1 =72
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Définition 5. On dit qu’un vecteur est orthogonale a une surface si il est orthogonal a son plan tangent,
ainsi on appelle le vecteur normale

0 0
N(u,v) = (% A %) (u,v)

le vecteur qui est orthogonale a la surface (S), et le vecteur normale unitaire est donné par

N(u,v)

1) = N ol

Exemple 5. Soit la surface (S) définie par

2 2
() = N(x,y,2) e R3: %er?

On a déja trouvé que

9 V2 C(?SQ 3 —/2 1 sinf
Leoy=| V25nd | 2860y = V2 rcoss

—— 0
V1 —r2

donc

N(r,@)zz—(f(rﬂ)/\g—(g(r,@)z V212 : re[o,ﬁ/4], 0 € [0,27]

Fig 2.1.5 Représentation du champs du vecteur normal a (S)
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Proposition 3 (L’aire d’une surface). Soit (S) une surface de paramétrage I alors ’air de cette surface
est donnée par
d¢ ¢
_— /\ _— s
// H(au 8v) (. v)
K

— La valeur : On commence par donner un rappelle de la maniere avec laquelle on calculer I’aire
d’un paralilogramme

dudv.

Preuve.

asinf

—

I

|

|

I

I

a a sinf [
I

Découpage et collage |

I
|
|

Aire =

an ZH — |abcost)|

Maintenant on considére un parametrage de (S) par ¢ (u, v) avec (u,v) € K = [a,b] X [c,d], on
considére une décomposition du pavé [a, b] X [c, d] sous la forme

.b—a d—c
U, =a-+1 , Vj=c+] s
n n

ce qui correspond a une décomposition de la surface (.5) selon la figure suivante

D(ui, vj-1)

-

~ ¥ -

tb{u,—, v_,')
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donc

ASij = |AL A AL = [(¢i-1,v) — pi-1,vj-1)) A (¢ Wi, vj—1) — P (Ui-1,Vj-1))|
P d
= (%(ui, V) (v — vj—l)) A (a—i(uﬁw vj—1) i — “i—l))‘

¢ / I
= (%(ui, U,-)) A (E(ui’ Uj—l))
a / 8 /

donc I’aire de la surface est approximé par

8 / a /
(%(ui, vj)) A (%(ui, vj_l))‘ Au; Av;

et donc par passage a la limite quand »n tend ver I’infinie on a

Aire(S) = // H (” v)

— Indépendance du parametrage : Soit ¢ (z,s) définie sur K; et ¢»(u, v) définie sur K, deux pa-
ramétrage de (.5) et soit y une bijection de K; dans K, donc

$2(u.v) = P1(y(u,v)).  y(u,v) = (t.5)

(i —ui—1)(vj —vj—1)

n

Aire(S) = Z

i,j=1

dudv.

on a

0 0 0 0
(—8"52)(% 0 = 2 0) )+ 2P 000 2, 0)
u u

02 _ % o L) e}
(52 0e0) = ) T + S o) P20

et donc le calcule du produit vectoriel donne
0 0 0 i i 0
2 %% vy = (228 2 2P0 (a0 P ) P2 )
ds ou v

Qu v ot
091 1 dy2 dy1
+ (g A 7) (y(u, U))W(M, U)W(M, V)

= (S ) G

ot
(a”( D22 00y~ 2, v)aﬂ)w )

0 0
= ( gzl il) (y(u,v)) det J(u,v)

dudv—/f (851 )(V(u v))

K>
3¢1
( or " Tos )(t 2

-l

K,

ainsi on a

/] H 3¢2 3¢2 (u v)

‘ ‘jy(u v)| dudv

dtds.
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a

Exemple 6. Soit la surface (5) définie par

1
(S) = {(x.y.2) e R?: %+y7+22= 1, 225}
On a déja trouvé que
3¢ 3¢ V2 r?cosf/v1 —r2
SO Ao 0) = | V2rZsing/ VT2 | re [0.3/4]. 6 e0.2]
2r
alors
f/ ”(—A—) (r, G)Hdrdéi— // \/1 2+4r2 drdf
—r
[0,4/3/4]x[0,27] [0,+/3/4]x[0,27]
V3/4
— «/_/4
- 4 / L ar = VT
—r
0

2.2 Champs des scalaires et champs des vecteurs

Définition 6 (Champ de scalaires). On appelle un champs scalaire toute fonction de R? ou R dans R,
qui associée a tout point du plan ou de I’espace un scalaire.

Exemple 7. Soita € R? et soit f € C1(R?; R) définie par f(x,y) = 1/(x?+ y? + 1). Les deux figures
suivantes représente la répartition de la valeur de f sur le plan en tout point (x, y)

=) =) o ¢ =) o =)
& g & & S & B

Fig 2.2.6 Champs scalaire fi
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Exemple 8. Soit le champs scalaire de R3 définie par

2 2 2
f(x,y,z) = ¥ +y<+z

Fig 2.2.7 Le champs scalaire f sur [—1,1] x [—1,1] x [-1,1]

Définition 7 (Champ de vecteurs). On appelle un champs vectoriel toute fonction de R? dans R? ou de
R3 dans R3 qui associée a chaque vecteur un autre vecteur.

Exemple 9. Soit f/ € C!(R?;R?) définie par f(x,y) = (xy,x — y)

|

TN "
T AN
/on%%W \

L

‘_\\ Sk \\ \
S
\::j'/?/ i\ \ \\\\\
—= : X\\\\\\ S
e/ EA RO
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2.3 Gradient, divergence, rotationnel, laplacien et opérateur nabla

Définition 8 (Gradient d’un champ de scalaires). On appelle gradient d’un champs de scalaire f € C(R3;R)
et on le note grad f* le vecteur suivant

o

ax

f
dy
f
\3:/
Proposition 4. Soit (S) une surface dans R3 définie par I’équation

f(XJ’,Z):O

grad f =

alors la gradient de f est orthogonale a la surface

Preuve. soit (xo, y0,2z0) € (S) et soit (C) la courbe qui passe pa ce point et telque (C) C (S5), on
considere une paramétrisation de cette courbe par le parametre ¢, on a donc

Vi F() = f(x(1),y(0).2()) =0,

et donc of . 0
Fi(t) = x'"(0) == (x,p.2) + y' () - (x, y,2) + 2/(t) == (x, , 2)
ax dy 0z

qui peut étre mise sous la forme

x'(1)

Vix.y.z)- | Y@ =0

/(1)
donc me gradient est orthogonal a la tangente de n’importe qu’elle courbe qui passe par le point
(x0, Y0, zo) donc il est orthogonal au plan tangent de (S) et donc il est orthogonale a (S). O

Définition 9 (Champs de gradient). Soit f un champs vectoriel on dit que c’est un champs de gradient
ou encore dérive d’un potentiel, si il existe un champs scalaire g appelé le potentiel tel que

f = grad g.

Dans le plan on appelle ligne de niveau de g les courbes sur lesquelles g est constante, alors si le champ
de vecteurs f dérive d’un potentiel g, les lignes de niveau de g sont appelées courbes équipotentielles
pour le champ de vecteurs f .

Exemple 10. Soit la fonction f* définie par
f(.X, y,Z) — ex2+y2+22’

donc

243,24 ,2
2xex+y+z

grad f(x,y,Z) — 2 ye x2+y2+22
2z ex2+y2+22

Définition 10 (Divergence d’un champ de vecteurs). Soit f un champs vectoriel, on défini la divergence

de f par
. 0fi 9f  Of3
divf = ox + dy + 0z
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Exemple 11. Soit le champs vectoriel f définie par

x2 + cos(y)
f(x,y,2) = | sin(xy) + cos(zx?)
Xy
ce qui donne que

div f(x,y,z) = 2x 4+ ycos(xy)

Définition 11 (Rotationnel d’un champ de vecteurs). Soit f un champs vectoriel, on défini le rotationnel

de f par
(3% _0fs)
dy 0z
rotf = % _ %
0z ax
o
dx  dy
Exemple 12. Soit le champs vectoriel f définie par
x2 + cos(y)
f(x,y.z) = | sin(xy) + cos(zx?)
Xy

alors
x — x? sin(zx?)

rotf = y
y cos(xy) — 2xy sin(zx?) — sin(y)

Définition 12 (Champs de Rotationnels). Soit f un champs vectoriel on dit que ¢’est un champs rotatio-
nel s’il existe un champs vectoriel g tel que

f =rotg.
Définition 13 (Laplacien scalaire d’un champ de scalaires). On appelle le laplacien scalaire d’un champs

de vecteur scalaire 5 2 2
, a?f 0*f  0°f
Af =div(grad ) = ) + 3y2 + 922

Exemple 13. Soit le champs scalaire
f(x,y.2) = x% + x? cos(y) + sin(z)
alors
Af(x,y,z) =24 2cos(y) — x%sin(y) — sin(z).

Définition 14 (Laplacien vectoriel d’un champ de vecteur). On appelle le laplacien vectoriel d’un
champs de vecteur vectoriel

N Afi
A f = grad (div f) —rot(rot f) = | Af>
Af3
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Exemple 14. Soit le champs vectoriel f définie par

x2 + e
f(x’y’Z)= x+yez ’
sin(x + y + z)
alors
R A(x? + e?) 2 + 4e?y
Aflx,y,z) = A(x + ye?) = ye*
A(sin(x + y + z)) —3sin(x + y + z)

Définition 15 (Opérateur). On appelle un opérateur une application d’un ensemble de fonctions dans un
autre ensemble de fonctions.

Définition 16 (Opérateur nabla). On appelle opérateur nabla et on le note V 1’opérateur de C' dans C°
défini par

ad

=)

9
dy

0
\ az
Proposition 5 (Opérateur nabla, divergence, laplacien et rotationnel).

1. Soit f un champs scalaire alors :  grad f = V f.

Soit f un champs vectoriel alors :  div f =V - f.

Soit f un champs vectoriel alors :  tot f =V A f.

Soit f un champs vectoriel alors :  div (rotf) = 0.

Soit f un champs scalaire alors: A f =V -V f.

Soit f un champs scalaire alors :  rot(grad f) =V A(Vf) =0.

Soit f un champs vectoriel alors : Z f=VNV-f)—=VANAL).

N S RN

2.4 Potentiels scalaires et potentiels vecteurs

Définition 17 (Domaine étoilé). Soit Q2 C R3, on dit que Q) est un domaine étoilé par rapport a un point
X0 € Q si
VxeQ: {(1—-1t)xo+1tx, tel0,1]} CQ.

Fig 2.4.8 Domaine étoilé
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Définition 18 (Champs conservatif). Soit S C R> un domaine étoilé, et f un champs de vecteur, alors
f est dit conservatif ou découle d’un potentiel si il existe une fonction g € C1(S;R) tel que

f =-Vg.

Proposition 6. Une condition nécessaire et suffisante pour que le champ de vecteurs f dérive d’un
potentiel scalaire est que
rotf =V A f=0.

et dans ce cas le potentiel g associée a [ est défini par

1
V(X) = —fo X - f(tX)dt + Cst.

Preuve.
On suppose que f dérive d’un champs potentielle, donc il existe un champs scalaire g tel que

f=Vg

ce qui donne que
VAf=VANVg =0

On suppose maintenant que le champs de vecteur f satisfait
rotf =VAf=0

donc
dfs _df2 9fi _dfs df2 dfi
By 0z 8z ax ax 9y’
on va montrer qu’il existe une fonction g scalaire tel que
dg
3_2’

d d
S 2 f2=a—g, f3=
y

~ax

On suppose que {2 est étoilé par rapport a 0, on pose X = (x, y, z) et on note par

1
g(X) = /0 X - f(X)di

ainsi
dg d (1 1o
g(X):E/O X-f(tX)dt:/O g(X-f(tX))dt
1
- [ (aix) FaX)+ X - (fax)ydi
0 X 0x
11 9
=/ 0 fEX) +X - o (fx)) di
0 0 X
de plus
0
%fl (tX)\ afl (tX)\
9 fl(tX) P 0
— (fX) = —| LX) | =t| —£0X) |=t] .= fi(X)
ox ox fz(tX) ax 2 dy !
B 9
\afzy(lx)) 8—2f1(tX))
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donc
d d 0 0 d
X 5o (0 = (x5 GO0 3L (A0) + 25 (X)) = 5 ().
X X y z t
alors
1 1
200 = [ A0+ ey = [ aneod = haolh = A

de la méme maniere on trouve que

%30 = ho. Ea = po,
y 0z

Exemple 15. Soit le champs vectoriel
x2 4 22 y

1 2
flx,y,z2) = m—}—xz ,

2xyz
le calcule donne rot f(x, ¥, z) = 0 donc il existe un champs scalaire g dit potentiel tel que
=-VV

ce qui donne que

1
V(X) :—/O X - f(tX)dt + Cst

1 1
2.2 2.3 2.3 3

= — x(x“t° +z7yt°) + —— 4+ z%xt° ) + z (2xyzt’) dt + Cst
/0 ( ’e) y((yt-l-l)2 ) (2eyzr’)

1 o3 15 4 1 1 5 4 1 4
=—x|=xt"+ -z%yt - + —z°xt —xyzt
x(3x +4zy +y y(yt+1)+4zx +z 2xyz

I , 1, 1 I, 1
=—x|=x"—- - y|l——+- —z| = Cst
x(3x 42 y) y( SO+ D) + 42 X z 2xyZ +Cs

1
=3 +m—xy22+Cst

1

+ Cst
0

Définition 19 (Champs vecteur dérive d’un potentiel vecteur). Soit S C R3 un domaine étoilé, et f un
champs de vecteur, alors on dit que [ dérive d’un potentiel vecteur si il existe un champ de vecteurs
g € C%(S;R3) tel que

f =rotg.
Proposition 7. Une condition nécessaire et suffisante pour que le champ de vecteurs f dérive d’un
potentiel vecteur est que

divf = 0.

De plus le potentiel vecteur est donné par

g(X) = /Olt f(@X) A Xdt + Cst.
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Preuve.
On suppose que f dérive d’un champs potentielle vecteur, donc il existe un champs vectoriel g tel
que
f =rotg,
ce qui donne que
div f = div(rotg) = 0.

On suppose maintenant que le champs de vecteur f satisfait

. _0fi  0f2  Ofz
dlvf_8x+8y+8z_

On considere 2 un domaine étoilé par rapport a 0, on note par X = (x, y, z) et on pose

1 1 [ 220X) = yf3(1X)
g(X)=/ t f(tX) A Xdt =/ t| xf30X)—zf1tX) | dt
0 O \yAEX) —xfa(tX)

1
/0 { aX) — yfa(X)) dr

1
=| | renen-zpexar |,

1
/0 (010X ~ X)) di

ainsi

0 1 (! L
T /0 L GAIEX) = xfatX)) dt = /0 (5 OAEX) = xfal1X) di
1
:/ Z(fl(tX)+ty%£(lX)—tx%ﬁ(lX))dt
0 y y
1 1
e [ rwnwn - zaeoar = [ wheo - zhexar
1
:/ t(tx%(tX)—tfl(tX)—tZ%(tX))dt
0 0z 0z
donc
1
%—% :/0 t(2f1(tX)+ty%(tX)+tx [—%—f(tX)—%(tX)} —I—IZ%(IX)) dt
/1 af1 f1

1
=/ t(2f1(tX)+t[x%—(tX)+y (tX)+za—(zX)Ddt
0 X 0z

Ay

1
_ / 2UAX) 4+ zzaﬁ (LX) di
0 1t

1 1 ) P
/0 2tf1(tX)dt+/O t 5(fl(t)())alt

L9 L9
2 X)) - /0 22 (X)) di+ /O 2o (X dr
= f1(X).
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de la méme maniere on trouve que

dg3 981 dg1 082
o5 T8l X ol 782 X).
ox 0z F2(X). dy 0x fs(X)

Exemple 16. Soit le champs de vecteur f défini par

—Xz
Xy
le calcule donne
divf =0
donc il existe un potentiel vecteur donnée par
1 1 —t2xz by
g(X) = / tf(tX) A Xdt + Cst = / t| 2x2+12yz | A | y | dt + Cst
0 0 2xy -
1 —Xz X 1 x%z + y22 — xy2
=/t3 x24+yz | Ay dt—l—Cst=[t3 x? + xz? dt + Cst
0 Xy z 0 —x3 —2xyz
x2z + y22 — xy2
= - x2 4 xz2 + Cst.
—x3 —2xyz

2.5 Intégrale curviligne

2.5.1 Définition et théoréme

Définition 20 (Intégrale le long d’un chemin). Soit (C) une courbe dans R3, {y(t), t € [a,b]} un
paramétrage de (C) et f = (f1, f. f3) un champs de vecteur de R3. On défini intégrale curviligne
de f surle long de la courbe (C) par

b
/fo+ﬁ@+¢wz=/ £ -y 0.
)

si la courbe est fermée il est noté

b
¢fo+ﬁw+¢wz=/ Fo0) -y ().
)

Remarque 1. si f3 = 0etsi
(C) C{(x.y.2) eR? z=0},

cela permet de définir I’intégrale curviligne dans R? par

b
[ fidx+ pav = [ oy v,
© ¢
et si la courbe est fermée ,
$ fidx+ fudy = [ o)y oar
©)
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Théoreme 1 (Indépendance de parametrage). L’intégrale curviligne est indépendant du paramétrage et
ne dépend que de la courbe sur laquelle on fait I’intégration.

Preuve. Soit y; et Y, deux paramétrage de (C) et ¢ une bijection de [a, b] dans [c, d] définie par
_ -1
(p - yz o Vl,

ainsi
y2(e(@)) = y1(1)

et donc
b b
f F0r ) -y, ()d1 = f Fra(o@) - V(ralo(e)))dr

b
= / Fr2(e(®))) - (r2)(@(1)¢’ (1)dt
= (s =), ds= (p/(t)dt)

@(b)

- / Fra()) - (/) (s)ds
(4

(@)

d
- / F2(5) - (5 (s)ds

Exemple 17. Soit le champs de vecteur f défini par

Xy
flx.y.z) = xy ;
x2+y*+z
et soit la courbe (C) définie par

(C) = {(x,y,z) eR3: x?2+y2=1, x=cos(z/3), zel0, 371]},

on pose
x =cos(t), y =sin(t)

vu que cos est bijetive sur [0, 7] donc

x = cos(z/3) = cos(t) = cos(z/3) = z = 3t, t€][0,rn]

donc
cos(t)
y(i)= | sin(t) |, te][0,x]
3t
et donc

fidx + fody + f3dz = f " sin(z)(cos(r))? + cos(z)(sin(r))? + 1 + 3tdt
0
)

1 3, 1o 3 3,7
= ——(cos(t))” + =(sin(t))” +t + =t
3 3 2 |,
2wt in?
=—+4+n+=-n".
3 2"
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Définition 21 (Intégrale sur une courbe). Soit (C) une courbe et g une fonction scalaire

b
/ gdl = / s ) |y ()] dr.
©) ¢

Définition 22 (Circulation d’un champ de vecteurs). On définit la circulation d’un vecteur v le long d’un
contour (ou une courbe) (C) par lintégrale curviligne suivant

bc(v) = [ v-dl.
©)

La circulation le long d’un contour fermé est notée

bc(v) = % v-dl.
©)

Fig 2.5.9 Circulation d’un vecteur le long d’une courbe

2.5.2 Conditions pour qu’une intégrale curviligne ne dépende pas du chemin d’intégration

Définition 23 (Indépendance du chemin). Soit f un champ de vecteurs défini et continu sur un domaine

D de R3, a,b € R3 et C une courbe reliée a et b. On dira que f a la propriété d’indépendance du
chemin si la valeur de

est indépendante du choix de la courbe C joignant a et b.

Proposition 8 (Propriété d’indépendance du chemin). Un champ de vecteurs f défini et continu sur un
domaine D de R a la propriété d’indépendance du chemin si et seulement si

¢f~dl:0,

<
pour toutes les courbes fermées C contenues dans D.

Preuve.

On suppose que f satisfait la propriété d’un dépendance du chemin et soit (C) une courbe fermée,

soit a et b deux point sur la courbe (C) et onn note par (Cy) la partie de la courbe relié a et b et (C) la
partie de la courbe relié b et a
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(C2)
a o ob

(C1)
(C) = (Cy) U (Cy)

Fig 2.5.10 Circulation sur une courbe fermée entre a et b

alors

9§f-dl:/f-dl+/f-dl
©) (Cn (C2)
on note par (—C>) la courbe sui reliée a et b donc

%f-dl:/f-dl— / f-dl

(©) (C») (=C2)

on utilise la propriété de I’indépendance de chemins on en déduit que

/f-dl: / f-dl

(C1) (=C2)

9§f-d1=o

On suppose que ’intégrale curviligne de f sur toute courbe fermée est nulle, soit (C) une courbe
fermée quelconque et a, b deux point quelconque sur la méme courbe, on note par (Cy) la courbe qui
reliée a et b et (C3) la courbe qui reliée b et a donc (C) = (C1) U (C), donc

9§f.d1=/f.d1+/f-dz

et donc

© () (C2)
ce qui donne
§£f-dl=/f~dl—/f-dl
(9] G (=C2)
vu que (C) est fermée donc
/f -dl = / f-dl.
G (=C2)
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Corollaire 1 (Indépendance du chemin pour champs de gradient). Soit f un champ scalaire défini et
continu sur un domaine ouvert D de R3, alors F = V f a la propriété d’indépendance du chemin.

Preuve. soit p et ¢ deux point, (C) une courbe reliée p et ¢ et soit y une paramétrisation de (C) alors

b
/FW:fVﬂM:/Vﬂm»ymm
©) ©) ¢

ce qui donne

b9 9 )
[ #ar= [ L owmio+ Loomo + Lo
(©) ’
ainsi
b P b
[ Fear= [ S wend = 10O = f00) - f6@) = 1@~ F(p)
(9]

vu que I’intégrale ne dépend que des extrémités p et ¢, alors on a la propriété de 1’indépendance du
chemin. O

Théoréme 2. Soit f € C'(R3;R3) un champs de vecteur alors f est indépendant du chemin si et
seulement si f est un champs découle d’un potentielle (champs conservatif) autrement dit

divf = 0.

Preuve. On sais deja que si on a un qu’un champs conservatif est indépendant du chemin, inversement
on suppose que I’intégrale de f est indépendant du chemin et soit

X
g0 = [ fea

soit (C') une courbe relié X a X avec un paramétrage y donc

S(s)) = / Fr@) -y @yt
on dérive en s alors

(Ve) (y(s) = f(r() -V (5) = [(V&) (¥() — fy(s)] - ¥'(s) = 0

ce qui donne
[(Ve) (X) = f(X)]-¥'(s) =0

vu que y est quelconque donc y’ est quelconque ce qui donne que

f=Vg.
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2.5.3 Formule de Green, Formule de Gausse

Définition 24 (Type de domaine). Soit D un domaine de R?, on dit que D est de
1. Type I : si il existe deux fonctions f, g : [a,b] — R tel que

D={(x,y) eR?: f(x)<y<g)}.
2. Type II : si il existe deux fonctions ¢,V : [a,b] — R tel que
D={(x,y)eR>: ¢ <x=<yO).

3. Type Il : siil est de Type I ou Type 1.

Définition 25 (Orientation de la frantiere). Soit D un domaine et soit 0D sa frontiere. Nous dirons que
0D est orientée positivement par rapport a D si en parcourant le long de 0D, ’intérieur est a gauche.

Théoreme 3 (Dans le plan). Soit D un domaine qui est une union finie de domaines de Type Il qui
s’interceptent le long de leur frontiére, et soit f : (P, Q) € C1(D;R). Alors

9 oP
ﬂ(ﬁww——“JOW@=¢wam+QW”W
X dy
D oD

Preuve. Soit a et b la plus petite valeur de x tel que (x, y) € D. On découpe la courbe (C) en deux
courbe (/1) paramétrie par {(x, y1(x)), x € [a,b]} et (I3) paramétrie par {(x, y2(x)), x € [a,b]}
selon la figure suivante

(I2) ya(x)

<

>

() y1(x)

Fig 2.5.11 Premiere paramétrisation de la courbe
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P »2(x) op b

// 8—(x,y)dxdy:/ / 0 = (x, y)dydx—/ P(x, y)P =22 gx
dy a Jy

D

((x) 0y a
b
f P(x. y2(x)) — P(x. y1(x)dx

b

b
/ P(x. y2())dx — f P(r. y1(x)dx

a

/ P(x,y(x)dx — / P(x,y(x))dx
(~12)

()

- / P(r. y(x))dx — / P(x.y(0)dx
(I2) ()

- / P(x. y(x))dx
0D

y=y1(x)

Soit « et B la plus petite valeur de y tel que (x,y) € D. On découpe la courbe (C) en deux courbe

(Cy) paramétrie par {(x1(y), ),

la figure suivante

(€1)
x1(y)

y € |a, B]} et (C2) paramétrie par {(x2(x), y),

(Cz2)
xa(y)

Fig 2.5.12 Seconde paramétrisation de la courbe

B rx2(y) 90 = xz(y)
[/_(x Ddxdy _/ / % (v, dxdy —/ 0(x. MIFZ2) dy
a Jxi(y) OX a

B
_ f 0(x2(»). ) — Q(x1(»). y)dy
B B
_ / 0(ta(y), y)dx — / 0(x1(), y)dy
:/ Q(x(y),y)dy—/ O(x(y),y)dy
(Cr) =Cy)
:/ Q(x(y),y)dy+/ Q(x(y), y)dy
(Cz) (Cl)
_ / 0(x(v). y)dy
D

X € [a, B]} selon
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// 99 (- —(x Y)dxdy = /a PGy + Q0 0). .

a

Théoréme 4 (Gauss (ou de la divergence) dans le plan). Soit f = (P, Q) un champ de classe C' sur une
courbe fermée 0D et son intérieur D. Si n désigne la normale extérieure a D en chaque point de oD, on

’ ggfndl—/—-i-—

Preuve.

Fig 2.5.13 Représentation des angles

Soit T le vecteur tangent a 9D et dans la méme direction et n la normale extérieure ansi
n,Y)=n+(T,X), (n,X)=(T,Y)

or
dx =cos(T,X)d!l, dy = cos(t,Y)d!

donc
dx = —cos(n,Y)dl, dy = cos(n,X)dl

la formule de Green pour le champs de vecteur # = (—Q, P) donne
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//—-i——d dy—gdex—i-de

= ¢ (Qcos(n,Y)+ Pcos(n, X))dl
JaD

=$(o) (extim)) e
D

= ¢ f-ndl.
aD

2.6 Intégrales de surface

Définition 26 (Flux d’un champs vectoriel). On définie le flux d’un champs de vecteur v a travers une
surface (S) par Uintégrale double suivant

¢(S)(v)=//sv-nds.

Le flux a travers une surface fermée (S) est notée

ds)(v) = #9 v-nds.

Fig 2.6.14 Flux d’un champs de vecteur a travers une surface

2.6.1 Définition et théoreémes

Définition 27 (Intégrale superficielle). Soit (S) une surface avec un paramétrage

{p(u.v), (u,v) € K},
et un vecteur normale

Ni(u,v)
N(u,v) = 8—¢(u,v) A 8—¢(u,v) = | Na(u,v)
ou 9 N3(u,v)
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Les intégrale de superficielles sont des intégrale de type
[ ssdx nay = [ @ vwa viauay
¢ k
// fodx Ndz = / fa(d(u,v))Na(u, v)dudv
¢ k

/]q;fldY/\dZ=//l; F1(p(u, v)) N1 (u, v)dudv

Définition 28 (Inétgrale d’un champs de vecteur sur une surface). Les intégrales de surface sont données
par

/ fansds —/ fadx A dy

//s) fonads = // frdx ANdz

/ f11’l1dS=/ fla’y/\dz
(8) ¢

/ f-nds =/ fin1 + fanz + fanzds
) S)

tel que n est le vecteur normale unitaire sortant a la surface (S).

Théoreme 5 (Indépendance du paramétrage dans le cas d’un champs de vecteur). Soit (S) une surface

alors la valeur de
dp d¢p
/(S) f-nds = // f(p(u,v)) - (_8u N _av) (u,v)dudv

est indépendante du paramétrage choisie.

Preuve. Soit (5) une surface paramétrée par deux paramétrage qui préservent la méme direction d’orien-
tation

P, v), wv) ek}, {y@1)., (1) ek},

ainsi il existe une application bijective ¢ de K dans K’ tel que

¢(M,U) = W(QD(U, U))v ¢ = (<ﬂ17(/)2)’ j(p(u’v) >0,

donc
20 0) = -0 = 00 W) + 2 1) Y ()
) = o ot = ) 2 ot v) + g(u,v)aa—‘f(w(u, »)
et donc
(350 ) e = St 220 = 20w | (32 4 52) o
=y, (2 A 57 ) Gt o)

ce qui donne



28 2 Analyse Vectorielle
// f(@u,v))- (a—¢ )(u v)dudv =
_ v oy
= [ rrtoton- (G54 5 ) w0yt vydudy

ay
= /K f@p(r,t))- (W A E) (r,t)drdt.

a

Définition 29 (Intégrale d’un champs scalaire sur une surface). Soit (S) une surface et g une fonction

scalaire
gdS = f/ g(¢(u,v)) H —/\—) (u,v)

Théoreme 6 (Indépendance du paramétrage dans le cas d’un champs scalaire). Soit (S) une surface alors

la valeur de 6 3¢
//(S) eds = [[ ey H (727 50) o)

est indépendante du paramétrage choisie.

dudv.

dudv

Preuve. Soit (§) une surface paramétrée par deux paramétrage

Pav). ) ek}, (Y. (noek),

ainsi il existe une application bijective ¢ de K dans K’ tel que

¢(M, 1)) = W(‘P(”’ U)), Q= (‘Pl»‘ﬂ2)7

donc
o e, 0w b oW
2 ) = o) = L) i) + 2200 ot vy
o, 0 o, dor,
2 0.0y = o) = P 2 o) + 22 w0 g )
et donc
d¢ 04 _[2¢n aﬂ U2 PN} 9 99
(EA%) (u,v)—[au 0.0 20 ) 22 0,0) % (u,v)](au A 80)(<o(u,v))
0
— Ty, v) (£A—¢) (. v))

ce qui donne

] st H (327 50) o)
d 0
= [[ st “ (% A a—‘f) (plat, )
K
~ oy
~ [ e (T2 %) o

dudv =

‘ |j¢,(u,v)|dudv

drdt.
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2.6.2 Formule de Stockes

Théoréme 7 (Stokes). Soit (S) une surface non fermée. Soit f € C'(D;R) un champ. Si S est orientée
positivement par rapport a (S), la circulation de f autour de 0S est égale au flux de rot f a travers (S)

¢ f-dl =//r0tf-ndS.

(GN)) (S)
avec n le vecteur unitaire de (S).

Preuve. Soit (S) une surface non fermée de contour (/) tel que les axes paralleles a (OZ) coupent la
surface (S) en un seul point.

La projection de (/) sur le plan (XOY') donne un contour (C) qui enferme une un domaine (o).

Soit n la normal extérieure a (S) anssi

S): hx,y,z2)=z—-s5(x,y)=0

et don n est parallele au gradient de de & donnée par
Vh=|_0s

donc les cosinus directeur de n sont

- (.2) n

(5)

(n,Y)
(n, X)

@)

(@)
©

Fig 2.6.15 Représentation des angles directeurs



30 2 Analyse Vectorielle

ds/0x ds/dy 1
, cos(n,Y)=— , cos(n,”Z) = ,
| VA | | VA | | VA |

cos(n, X) = —

Soit f = (P, Q, R), alors

_c/i P(x, y,7)dx =g§ P(x. v, s(x. y))dx
) ()

0
__ /f o= (P(.y.s(x.y)) do
(@) %Y

// P  9dP ds
— — + —-—do
) 9 dz dy

vu que
do = cos(n, Z)dS
ona 9P
99 P(x,y,z)dx = // —cos(n Z)+ ——Scos(n Z)dS
Q) S) dz dy
vu que
as
—cos(n,Z) = —cos(n,Y)
dy
donc

56 P(x,y,z)dx = // _B_P cos(n,Z) + a—Pcos(n, Y)dS
) ) ay 0z

de la méme maniere on trouve

_ [ 22 _99
fil) O(x,y,z)dy = //;S) = cos(n, Z) 5 cos(n, X)dS

%I)R(x y,z)dz = //s — cos(n, X)—a—ljcos(n Y)dS

donc

oP  OR aQ oP
(l)f dl = //S) |:— — E] cos(n, X) + [E — g] cos(n,Y) + [g - $i| cos(n, Z)dS

=// rotf -ndS.
(8)

2.6.3 Formule d’Ostrogradsky

Théoreme 8. Le flux d’un champ vectoriel a travers une surface fermée (S) est égal a ’intégrale de sa
divergence dans le volume D limité par la surface fermée (S)

#f%ds = /Z/ div fdxdyd:z.

()
avec n le vecteur normale unitaire sortant de la surface (S).

Preuve. Soit f = (P, @, R) un champs vectoriel et (S) une surface enferme un domaine D, on note par
— (oxy) la projection de (S) sur le plan (XOY)
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— (S2) la partie supérieure de (S) et par (S7) la partie inférieure de (S) relativement a un plan
parallele au plan (XOY )qui coupe la surface (S) en deux partie tel que

(SZ) : z= ZZ(X’ J’), (Sl) : z= Z](X, J’), V(X, y) € Oxy.

Z

i

Fig 2.6.16 Représentation des projection

/// —(x y,z)dxdydz = // /22 8—R(x v, z)dzdoyy

_ [/ R(x.y.22) — R(x., y.21)dox,y
(Ux y)

=// R(X,Y»Zz)daxy_/] R(x»y’zl)daxy
(0x.y) (oxy)

doxy = cos(n, Z)ds

Ainsi

dans la partie (S>) on a

et dans la partie (S1) on a
doyy = —cos(n, Z)ds

/// —(x y.z)dxdydz = //(s : R(x,y,z)cos(n, Z)dS + //(s ) R(x, y,z)cos(n, Z)ds

:/] R(x,y,z)cos(n, Z)ds
()

donc
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de la m&me maniere on trouve que

///D é;—g(x,y,z)dxdydz = /(S) O(x,y,z)cos(n,Y)ds

aP
/// —(x,y,2)dxdydz = [/ P(x,y,z)cos(n, X)ds
ce qui donne que

f// div fdxdydz = // — + - —I— —dxdydz

=// P cos(n, X))+ Qcos(n,Y)+ Rcos(n, Z)ds
($)

=[ f -nds
(5)
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