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Chapitre 1

Intégrales multiples

1.1 Intégrale double

1.1.1 Principe des intégrales doubles sur un rectangle

Soit f une fonction de deux variables (x, y) continue dans le domaine D = [a,b] x [¢,d] C R?. Sa
- > —
représentation graphique est une surface S dans I’espace R3 muni du repere (O, i , j, k).

On partage D en sous rectangles, dans chaque rectangle [x;—1, x;] X [yi—1, yi] on choisit un point
M (x, y) et on calcule I’image de (x, y) par la fonction f.

On considére maintenant le volume formé par le rectangle [x;—1, x;] X [yi—1, yi] et du hauteur f(x, y)
qui vaut

Ffx y)xi = xi—)(vi — yi-1)

ceci représente une approximation du volume formée par le méme rectangle et la surface S de f, ainsi
si on considere une partition de n rectangle similaire cela revient a dire que
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2 1 Intégrales multiples

b—a d—c ..
Xi=a-+1i ., Yi=c+ j——, Vi,j=1,---,n
n n

et donc le volume limité par le graphe de f et le rectangle [a, b] X [c, d] est approximé par la somme

(b—a)(zd—c) Z f(a+ib_a,c+jd_c).
n n n

I<i<n,1<j=<n

lorsque n — +o00 le volume précédent conside avec le volume formé par la courbe de f et le rectangle
D, ainsi on définie I’intégrale double de f sur le rectangle D comme étant la limite de cette somme
lorsque n — 400

//f(x,y)dxdy: Lim w Z f(a+ib_a,c+jd_c)_
n—+oo n n "

D 1<i<n,1<j<n

Exemple 1. On veut calculer I’intégrale suivant par une partiton du domaine

// (x +2y)dxdy.

[0,1]1x[0,1]

On pose
V(6 y) €0, 1[0, 1] f(x,y) =x +2y,
et ! . . . . .
.. 1 1 1
Vi =leeas w=to y=t fwop=f(nl)= 1ol
n n nn n n
et donc
X X = m — — — = m — _ <
Y Y n—s+oo n?2 & n n n—s—+o0 n2 R4 n A n
[0,1]x[0,1] 5,j=1 i,j=1 i,j=1
L 2”:1‘+2 ij L 32”:.
= 1m Y - — = _
n—teon2 \ "Ly T Ly n—toon2 \ 7 &'
i=1 j=1 i=1
13
= Lim —2—112
n—s+oo n? 2
3
=3

Remarque 1.

1. Les intégrales doubles servent a calculé les volume de méme que les intégrales simples qui servent a
calculé les surface.

2. Dans une intégrale double les bornes de x et y doit étre rangé dans un ordre croissant.

A

Théoréme 1 (Théoréme de Fubini dans le cas d’un domaine bornée D de R?). Soit f une fonction
continue sur un rectangle D = [a, b] X [c, d] alors

d

fx,y)dxdy = I Sx,y)dy | dx = b fx,y)dx | dy.
s [

c a



1.1 Intégrale double 3

Remarque 2. Le théoréme de Fubini explique que pour calculer une intégrale double sur un rectangle
on ce ramene a calculer deux intégrales simples.

1. Enintégrant d’abord par rapport & x entre a et b et en laissant y constante. Le résultat est une fonction
de y.

2. En intégrant cette expression de y entre ¢ et d.

De plus on peut intégrer d’abord par rapport a y entre ¢ et d on obtient une expression en x qu’on

integrant aprés entre a et b. A
Exemple 2.
/2 [(7/2 /2
// sin(x + y)dxdy = / / sin(x + y)dx | dy = / ( cos(x + ¥) |”/2)
[0,7/2]x[0,7/2] 0 0 0
/2
= / (—cos(/2 + y) + cos(y)) dy = —sin(rr/2 + y) + sin(y) |5/
0
=2.
Exemple 3.

. 1 1 5
Ry (Ve "
(1+x-|—2y)2 (1+x—i—2y)2 2(1+x+2y)

0 \2 0

[0,1]x[2,5]

1
1 1 1 !
— —_In(11 b
/( 2(11+x) 2(5+x))dx I+ x) +5InG+ 0|
0
1
2

11
“Inf =
(o)
Remarque 3. Si la fonction f(x,y) peut étre mise sous la forme f(x,y) = h(x)g(y) alors par
séparation des variables on a

d
|| reaxay = [ nweaxdy - / s | | [ ey
[a,b]x[c,d] [a,b]x[c,d] ¢
A
Exemple 4.
/2 /2
// sin(x)cos(y)dxdy = / sin(x)dx / cos(y)dy | = [—cos()c)]g/2 [sin(y)]g/2 = 1.
[0,7/2]x[0,7/2] 0 0

1.1.2 Calcule des intégrales doubles sur un domaine bornée

Définition 1 (Domaine élémentaire). On dit que £ est un domaine élémentaire si il est de I'un des deux
forme suivante

() eR?: fik) <y < fp®)}, ou {(x,y)eR: gi(y) <x =0},

avec f1, f2, g1, g2 sont des fonctions continue
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Définition 2 (Domaine régulier dans R?). Soit D un domaine de R? on dit qu’il est régulier si il est
[’union fini des domaines élémentaires ;.

Soit D un domaine régulier borné, soit [a, b] X [c,d] le plus petit rectangle qui contient D, on
décompose [a, b] x [c, d] en n? rectangle similaires, et soit

i—1

. - .
i j=1n M= |:a+(b—a) ,a—i—(b—a)l—]x[c—i-(d—c)j ,c+(d—c)ii|
n n n

n

et on note par ¢;; le centre de chaque rectangle M;;, soit le domaine suivante
D'=U{M;j :i,j=1---n, M; CD}

On considere f une fonction de densité définie sur D et continue, alors la densité dans chaque rectangle
M;; est approché par
(b—a)c—4d)

n2

flcij)
et donc la densité globale de D est approchée par la valeur
(b—a)(c—4d)
Sn = .z Z fleif)
c;j €D’

ainsi lorsque n tend ver +o0o la valeur Lim S, coincide avec la densité du domaine D
n—>—+o00

Définition 3 (Définition de I’intégrale double). Soit f une fonction définie sur D C R? on dit que f est
intégrable sur D au sens de Riemann si la somme Sy, converge quand n tend ver [’infinie et on note cette

limite par
//f(x,y)dxdyz Lim &,.
n—+o0
D

Théoreme 2 (I’intégrale double d’une fonction continue). Soit D un domaine régulier borné de R2 et f
une fonction continue sur D, alors [ est intégrable au sens de Riemann sur le domaine D, autrement dit

// f(x,y)dxdy existe et fini.
D
Théoréme 3. Soit [ une fonction continue sur un domaine borné D de R?. L’intégrale double

/ﬂ F(x. y)dxdy,

D

peut étre calculer I’une des facons suivante

1. Si le domaine D est représenté sous la forme

D={(x.y)eR*: fi(x) <y < fo(x), a=<x=<b},
tel que f1 et f> sont deux fonctions continue sur [a, b, alors

b [ fa(x)
/fwwmw=/ /fww@zm
D a \ fix)
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2. Si le domaine D est représenté sous la forme

D={x.y)eR*: g()) <x<g(y). c=<y=<d},

tel que g1 et g sont deux fonctions continue sur [c, d], alors

d (g20y)
/ Fe.y)dxdy = / / Fe.v)dx | dy.
D ¢ \g1(»)

Si les deux représentation sont possible alors les deux résultats sont égaux.

Proposition 1 (Propriétés des intégrales doubles).

1. L’intégrale double sur un domaine D est linéaire

|[ @ + oy xoyiaxay =a [ reeraxdy + [ stxvrdxy
D D D
2. Soit D et D' deux domaine tel que D N D’ vaut le vide ou une courbe ou un ou plusieurs point isolé

alors
|| renaxay = [ recsraxay + [ reiaxas
D D’

DUD!

3. Si f(x,y) > 0 surle domaine D et f non identiquement nulle, alors

/ f(x,y)dxdy > 0.

D

4. Sipourtout (x,y) € Dona f(x,y) < g(x,y) alors

[ rxnraxay < [ e raxay.
D

D

5. Soit [ une fonction continue sur un domaine bornée D alors

[ mraxay| < [[ 17l dxay
D

D
//‘(x2 + yz)dxdy,
D

tel que D est le triangle du sommets (0, 1), (0, —1) et (1, 0).

Exemple 5.
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="

P2
On pose f1(x) = -1+ xet fo(x) =1 —x pour x € [0, 1] donc
1 [ fa(x) 1 /1-x
//(x + yHdxdy = / / (x2 4+ yHdy | dx = / / (x? 4 y?)dy | dx

S1(x) 0 \x-—1

—X
x%y + y dx

x—1

o\»— o\w )

x2(1—x) + (1 —x)P=x2(x—1)— —(x —1)3dx

1

1
=2/x2(1—x)+§(1—x)3dx=2/x2—x3+§(1—x)3dx
0

0

JH 1
0 3‘

Exemple 6. Soit D est le domaine formé par la partie droite de disque unité.

2 1
:2|:§x3 4x+ (l—x)
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45" ey

=

1—x

1 1
V1-x2
V1—x2
/ (x+2y)dxdy:/(/_ﬁ(x+2y)dy) dx:/xy-i—yz‘_mdx
D 0 0

0

1
) 1
:2/xv1 —x2dx = -3 (1 —x2)3/2
0

Exemple 7. Soit le domaine

Alors
1 /x 1 1 .
// exzdxdy =/ /exzdy dx = / yex2 xdx = /xexzdx = lex2 = ¢ —1
D 0 \0 0 0 0 2

1.1.3 Changement des variables dans les intégrales doubles

Définition 4 (Matrice jacobienne et le jacobien). Soit ¢ € €Y (R?; R?) définie par

@1(x)
@2(x)
P(x) = : . X = (X1,X2,, X4—1,Xq)
®a—1(x)
Pd (x)

On appelle matrice jacobienne de ¢ et on la note J, la matrice de taille d définie par
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(0, D a a
AN g ®1 Ixg ®1
d d 0 0
i g ®2 Ixg @2
Jp = : : : :
0 d 0 d
ax1<ﬂd—1 ax2<ﬂd—1 axd_lﬁﬂal—l Ixg ¥d—1
0 d 0 0
\ dx1 $a dx2 ¥d 0Xg_1 $a 0xg $d

On appelle le jacobien le déterminant de la matrice jacobienne et on le note
|To| = [det To| .

Définition 5 (changement de variable). On dit que ¢ est un changement de variable entre le domaine
D C R et le domaine A C R? si ¢ est bijective et de classe C' de D dans A.

Proposition 2 (Existence du changement de variable). Soit ¢ une fonction de classe C* sur D C R?
alors ¢ est un changement de variable entre le domaine D et le domaine A = ¢(D) si et seulement si
|\7w‘ = 0 pour tout point x € D.

Exemple 8 (Changement de variable en coordonnées polaires). On considére les coordonnées polaires
définies par
(x.y) = ¢(r.0) = (rcost, rsinf) = (1(r.0). ¢2(r.0))

le calcule de la matrice jaconbienne donne
cosf —rsinf
Jo = ( sinf rcosé )

|L7¢,‘ =r.
Théoréme 4. Soit ¢ une bijection d’un domaine A C R? de classe €' dans un domaine D C R? pour
chaque (u,v) € A associée p(u,v) € D. Alors

|[ vy = [[ £ w0 |t ] duav.
A

D

et le jaconbien vaut

Exemple 9. Calcule du

/(x—l)zdxdy, Dz{(x,y)eRz: —-1<x+y<l, —2§x—y§2}.
D
Onposeu =x+y e [—1,1]etv =x —y € [-2,2], donc

U—+v ( ) u—
= u,v), =
) ?1 y )

ce qui donne que }JM = % donc on a un changement de variable, et donc

//(x—nzdxdy:% [/ (M;U—l)zdudv:é] 7(u-|—v—2)2dv du
D

[—1,1]x[—2,2] -1 \—2

v
=p(u,v), ¢ = (p1,92)

X =

1 1
1 3|2 1 3 3 | 41
:ﬁ/(u—l—v—Z) )_2du=ﬁ u—(u—4)du:%[u —(u—4) |_1]
-1 -1

345t
9%
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Exemple 10.

1
// P ———dxdy, D={(x.y)eR*: 1<x>+y><4, x>0, y=0}.
X
D

on fait le changement en coordonnées polaires alors

x =rcosl, y =rsinf,

1<x2+y2<4 1<r?2<4 1<r<2 L<r<2
x>0 = {rcosf >0 = {cosf >0 — =r=
. . 0<6<m/2
y >0 rsinf > 0 sinf > 0
et donc
/2 2 /2 2 (2)
1 1 In
/f P 2dxdy—/[ —drdf = [d@ ;dr .
D 0 1

Remarque 4.
1. Si !j(p‘ = 1, on obtient que

[[ rexnraxay = [[ 1 ooy duav.
D A

2. Cela permet d’utiliser les symétries, si par exemple

V(x,y)€D: (=x,y) €D, f[f(-x,y)= f(x,y)

alors

// f(x,y)dxdy = 2// f(x,y)dxdy, D' =DnR" xR).
D 2l

Exemple 11.
// VR?—x2—y2dxdy, D={(x,y)e€ R?Z: x%2+4+y%2< Rz}.
D
six,y € Dalors —x, —y € D etlafonction f(x,y) = v/ RZ — x2 — y2 elle est paire en x et en y donc

// \ R? — x2 — y2dxdy :4//\/R2—x2—y2dxdy,
D D’

avec
={(x.y)eR*: x*+y*<R?® x>0, y=>0}.

on utilise le changement en coordonnées polaires alors

7/2 R /2 R
[/ \/Rz—xz—yzdxdy=4/ /mrd;’d9=4/d@/ R2 — r2rdr
D 0 o 0
:_2_77 (R2—r2)3/2‘R
3 0
s

3
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1.1.4 Applications des intégrales doubles

1. Calcule du I’air d’un domaine Soit D un domaine fermé bornée, alors Il suffit de prendre f(x,y) =

1 ce qui donne que
Air(D) = // dxdy.
D

2. Calcule de I’aire d’une surface Soit f une fonction de R? dans R on pose ¥ une partie du graphe
de f et par D la projection orthogolae de 3 sur (XOY )selon OZ alors

2 2
Air(¥) = ﬂ \/(%) + (%) + 1 dxdy
D

S={(x,yz)eR’: z=x>4)% 0<z<h h>0}

2w Vh
/ 4h 4+ 1)3/2 -1
Air(¥) = ]] 4x2+4y2+1dxdy=/ rvar? +1drdd = (4h + 6) .

0 0

Exemple 12.

x2+y2<h

3. Calcule de la masse Soit D un domaine de densité surfacique p(x, y) alors la masse situer dans D
est donnée par
M = [[ ptx.y)axas
D

4. Calcule du centre d’inertie

1
6= f/ xp(x, y)dxdy
D

1
V6 = H// yp(x,y)dxdy
D

5. Calcule du moment d’inertie Le moment d’inertie d’une masse ponctuelle m par rapport & un
axe est définie par mr? tel que r est la distance de cette masse par rapport a cet axe, ainsi pour
une plaque fine de densité surfacique p(x, y) pour un élément élémentaire dxdy elle prend comme
masse p(x, y)dxdy et donc son moment d’inertie par rapport aux axes (OX) et (OY) et I’origine O
est donnée par

y2p(x.y)dxdy. x*p(x.y)dxdy, (x> + y*)p(x.y)dxdy

ce qui donne que le moment d’inertie par rapport aux axes (OX) et (OY) et ’origine O de la plaque
précédemment mentionnée est donné par

Iy = /f y2p(x.y)dxdy, I, = /f x*p(x,y)dxdy, Io = //(x2 + y?)p(x. y)dxdy
D D D
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1.2 Intégrale Triple

Définition 6 (Domaine élémentaire de R3). On dit que & est un domaine élémentaire de R si il est de
l’un des deux forme suivante

{(x.y.2) eR?/(x.y) € A1, filx.y) <z < falx,y)}. Ay CR?*réguliers,  f1. f» € €°(A1:R)
ou
{(x.y.2) e R?/(x.2) € Ap. g1(x.2) Sy < ga(x.2)}, Ap CRPréguliers, g1.g2 € €°(Ay:R)
ou
{(x, y,z) €R?/(y,z) € A1, hi(y,z) <x < hz(y,z)} . A3 C R2réguliers, hy,hy € €°(A3:R)

Définition 7 (Domaine régulier dans R3). Soit D un domaine de R3 on dit qu’il est régulier si il est
["union fini des domaines élémentaires &;.

Soit D un domaine régulier borné, soit [a, b] X [c, d] x [e, f] le plus petit parrallipipéde orthogonale
qui contient D, on décompose [a,b] x [c,d] x [e, f] en n3 parralipipéde orthogonale similaire de la
forme

i—1

Vi,jk=1,---n, M,-jk=[a+(b—a) ,a—i—(b—a)l—]
n

n

x[c+(d—c)j;1,c+(d—c)ﬂ

k—1
n

k
x[e—i—(f—e) ,e—l—(f—e);]

et on note par ¢;;x le centre de chaque cube M, soit le domaine suivante
D' =U{M;jx :i.j.k=1,-n My CD}

On considere f une fonction de densité définie sur D et continue, alors la densité de chaque parralipipéde
M ;i est approché par

)f(cijk)

(b—a)c—d)(f —e
n3
globale de D est approchée par la valeur

b—a)c—d)(f —
g o bz DF =) o~

n3

cijk €D’

ainsi lorsque n tend ver +o0 la valeur Lim S, coincide avec la densité du domaine D
n—-—4o0o

Définition 8 (Définition de ’intégrale triple). Soit f une fonction définie sur D C R3 on dit que f est
intégrable sur D au sens de Riemann si la somme Sy, converge quand n tend ver [’infinie et on note cette
limite par

// f(x,y,2)dxdydz = Lim &,.
n——+oo
D

Théoréme 5 (I’intégrale triple d’une fonction continue). Soit D un domaine régulier borné de R3 et f
une fonction continue sur D, alors [ est intégrable au sens de Riemann sur le domaine D, autrement dit

// f(x,y,z)dxdyz existe et fini.
D
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Théoréme 6 (Théoréme de Fubini dans le cas d’un domaine bornée D de R3). Soit f une fonction
continue sur un rectangle D = [a, b] x [¢,d] X [e, f] alors

///f(x,)’Z)dxdde=7 77f(x,y,z)dzdy dx
: L7
=// /f(x,y,z)ds dydz

1.2.1 Calcule d’une intégrale triple

1.2.1.1 Calcul directe

Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R3. Pour certain x fixé variant entre Xm;n
et Xmax on découpe dans D une surface Dy, alors on peut représenter D, dans le plan YOZ puis le
traitement sur D, ce fait de la méme maniere que dans le cas des intégrale double.

En particulier si le domaine D est représenté sous la forme

D:{(xvy’Z)ERS: fl(x’y)fzfg2(xvy)’ fl(x)SySfZ(x)a afxfb},

alors
b | L(x) [g20x,y)

///f(x,y,z)dxdydz=/ / / f(x,y,2)dz | dy | dx.
D a | fikx) \g1(x,y)

bien sur on peut convertir le role de x, y, z

Exemple 13. On veut calculer I’intégrale suivante

[ e+ v+ vxavaz
D

sur le domaine
Dz{(x,y,z)eR3: I<x—-y<4, 0=<x+y+z=l1, 0§y§1}
la contrainte qui définie le domaine D donne

l1<x—y<4 l+y<x=<4+y
0<x+y+z<l={-x—-y<z=<l-x-—y
0<y=l 0=y=I1
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! 4+y pl—x—y
// (x +y+ Ddxdydz = [/ (x +y+ Ddzdxdy
D 0 1+y J—x—y

! 4+y
= // (x+y+ 1)Z|1_;)i;y dxdy
0 1+y

1

4+y
:// x4+ y+ ldxdy
1+y

4+y
1+y

Il
Nl L-l?I o'\»— o\»— o

x4+ (y + Dx dy

1

9
18 +9ydy = 18y + Eyz
0

Exemple 14. On veut calculer I’intégrale suivante

/i/ xdxdyd:

sur le domaine
D={(x,y,z)€R3: l1<x4+y<4, 1<y+z=<2, 15x+z§3}

la contrainte qui définie le domaine D donne

l<x+y=4 I<x+y=<4 0<x<3
l<y4+z<2 =4 2<—-y—z<-1={1-x<y<4—x
l<x+:z=<3 1<x+z<3 l—-x<z<3—x

alors on a

! 3—x pd4—x
///xdxdydz =// / xdydzdx
1—x 1—x
D 0
1 3—x 4—x
=/x(/ dz)(/ dy)dx=3
0 1—x 1—x

1.2.1.2 Calcule par un changement de variable

Dans cette partie on va donner la méthode pour calculer les intégrale triples on utilisant le changement
des variables

Théoréme 7. Soit ¢ une bijection d’un domaine A C R? de classe €' dans un domaine D C R> pour
chaque (u,v,w) € A associée p(u,v,w) € D. Alors

jzyif(x,y,z)dxdyd2== l%f~f(¢(“’v’u0)|Jb(u,v,w)\dudvduk
D A
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Exemple 15 (Coordonnées cylindrique).

[dV =dzdyds =rdrdfds

® N\ Y y
g+ do
AV
;!O; . -
Systeme de coordonnées cylindriques
Les coordonnées cylindrique sont définie par
(x,y,z) = (rcosb, rsind, z),
le jacobien associée est donnée par
cosf —rsinf 0
‘j¢| = | sinf —rcosf 0| = rdrdfdz
0 0 1
Par exemple si on veut calculer I’intégrale suivante
///zdxdydz, D= {(x,y,z) eR?: 0<z §)c2+y2 <1, vy ZO}
D
La contrainte qui définie le domaine D donne
0<z<x?+y?2<1, y>0=0<z<r<1, sin0>0
== 0<z=<r, 0=5r=<1, 0=<0=<n
ainsi on a
T 1 r T 1 r 1
r3 g
zdxdydz = zrdzdrdf = do rf|zdzdr|=m Edr =3
D 000 0 0 o0 0

Exemple 16 (Coordonnées sphérique).



1.2 Intégrale Triple
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Les coordonnées cylindrique sont définie par
(x,y,z) = (rsinfcosg, rsinfdsing, rcos)
le jacobien associée est donnée par
sinfcosg rcosfcosg —rsinfsing
!j(p‘ = | sinfsing rcosfsing rsinfcosg | = r2sinfdrdfde

cosb —rsinf 0

par exemple si on veut calculer I’intégrale suivante

///(x2+y2+1)dxdydz, D={(xyz)eR?: 1<x>+)y*+22<4, z>0}

la contrainte qui définie le domaine D donne

1<x?4+y2422<4, z>0=1<r<2, ¢el0.27], 0el0,7/2]

/2 2
// (x? + y2 + dxdydz = / /(rz + D)r2sinfdrdfde
D 0 1

27 /2 2
/ / sinfd 6 /(r2 + Dr2dr
0 1

JT.

A o\:l

w| B



16 1 Intégrales multiples

1.2.2 Applications des intégrales triples

1. Calcule du volume Soit D un domaine fermé bornée, alors Il suffit de prendre f(x, y,z) = 1 ce qui
donne que

Volume(D) :// dxdyd:z.
D

2. Calcule de la masse Soit D un domaine de densité volumique p(x, y), z alors la masse situer dans
D est donnée par
M = // p(x,y,z)dxdyz
D

3. Calcule du centre d’inertie

1
XG = M// xp(x,y,z)dxdydz
D

1
Y6 = M// yo(x,y,z)dxdydz
D

zg = %// zp(x,y,z)dxdydz
D

4. Calcule du moment d’inertie Le moment d’inertie d’'une masse ponctuelle m par rapport a un
axe est définie par mr? tel que r est la distance de cette masse par rapport a cet axe, ainsi pour
un objet de densité volumique p(x, y, z) pour un élément élémentaire dxdydz elle prend comme
masse p(x, y,z)dxdydz et donc son moment d’inertie par rapport aux axes (0OX), (OY) et (OZ)
est donnée par

% + z25)p(x, y,2)dxdydz, (x* + z>)p(x,y,z)dxdydz, (x* + y*)p(x,y,z)dxdydz

ce qui donne que le moment d’inertie par rapport aux axes (OX) et (OY) et I’origine O de la plaque
précédemment mentionnée est donné par

I = // (2 + 22)p(x. . 2)dxdydz,
D

I, = //(x2 + z2)p(x, y,z)dxdydz,
D

I; = [/(x2 +y*)p(x, y, z)dxdyd:.
D
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