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Introduction

L’algebre linéaire permet de résoudre tout un ensemble d’équations linéaires ou
non linéaires (qui peuvent étre linéarisés) utilisées non seulement en mathématiques
ou en mécanique, mais aussi dans de nombreuses autres branches, comme les sciences
naturelles ou les sciences sociales (par exemple en économie).

Les systémes sont présentés par le schéma suivant :

Probléme linéaire ou non linéaire

y = f(x)

y = AX
Evolution | ‘ Itérative |
dx
o = AX Xp1 = AX,
X =efC

X, = A"X,

-

ngn
& o 2 n!

Calculer A"




Chapitre 1

Réduction des endomorphismes

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Les endomorphismes
sont des applications linéaires de F dans FE .

Soit f un endomorphisme de E. , on peut toujours présenter f par une matrice
carrée dite matrice associée, sa détermination fait intervenir une base de E. Le but
de ce chapitre est de trouver une base telle que cette matrice soit la plus "simple"’
possible (pleine de zéros). Les matrices les plus adaptées aux calcul sont les matrices
diagonales ou triangulaires supérieures.

1.1 Rappel

1.1.1 Matrices associées

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit B = {ey, -+ ,e,} une base de F et f un endomorphisme de E.
On pose

n
f(ej) = 1561 + QA2;€2 + -t Upj€n = E a;;€;
i=1

Les coordonnées a;; de ces vecteurs dans la base B, rangés en n colonnes, forment la
matrice de 'application f, relative a la base considérée

fler) flez)--- f(en)

11 Qaiz2 - Aip €1

Q21 Qg2 +-° A2p €9
M = .

Anp1 Ap2 - App €n

Exemple 1 Soit l'application linéaire de R3 définie par :
Vo R f(2) = (z+ 2+ 2,72 —y,y+2)

et soit B la base de R® définie par :

1 1 0
B= €1 = 1 , 62 = 0 ,63 = 1
0 1 1



On veut déterminer la matrice associée a f dans la base B, alors on a

fler) =ae;+ Peg+ve3 =< a+7v=0 =< =2
pt+vy=1 v=-1

Alors
fler) = e1 + 2e9 — e3

De la méme maniére on obtient que

fle2) = e + e et f(ez) = 3ex — e3

Donc
1 1 0
Mig(f) 2 1 3
-1 0 —1

1.1.2 Matrice de passage

Maintenant si on considére une autre base {e;} du méme espace, on peut définir une
autre matrice associée au méme endomorphisme par rapport a cette nouvelle, les deux
matrices qui représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes sont
liées entre eux par la relation

My () = P Mey(£)P

tel que P est une matrice carrée inversible appelée matrice de passage de la base {e;}
a la base {e}}.

Technique : dans R3

On décompose les vecteurs e, sur les éléments de la base {e;} pour avoir 'expression

el = aner + Pres + ies
ey = ager + Paeg + Yaes3
es = azey + PBzes + y3e3

Alors
a1 Qo Q3
Pei—m; - 51 62 ﬁ?)
T2 )8

Exemple 2 Soit f Uapplication linéaire de R® dans R? définie par :

flz)=(zr—22x -3y + 2,y —22)

Soient
1 0 0
B=<er=10 |,e= 1 J,e3=10
0 0 1
et
1 1 1
B'=Xei=|0],e5=111],e5=1[1
0 0 1
on a



1 0 -1

et

el = arer + Bres + ie3
el = ageq + Paeg + Yaes
e5 = ageq + Pzea + yzes

( 1 aq 0 0
0| = O |+ B |+ O
0 0 0 "1
1 (6%) 0 0
0 0 0 V2
1 Q3 0 0
1 | = 0O |+ B |+ O
\ 1 0 0 3

O./1:O./2:Oé3:1
= 51=0,0=0=1
Mm=72=01n=1
par suite, on a

e} e el
1 11 €1
PB—)B’: 011 €9
0 01 es
et
1 -1 0
P'=(0 1 -1
0 0 1
donc
-1 2 0
Mp(f)=P '"Mp(fiP=| 2 -2 1
0 1 -1

Remarque 1 Si on a deux matrices A et B vérifiant pour certaine matrice inverse P
la relation B = P~YAP, cela est équivaut & dire que les deux matrices représentent le
meéme endomorphisme dans deuz bases différentes et on dit qu’elle sont semblables.

1.1.3 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 1 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. \ est une valeur
propre de f s’il existe (au moins) un vecteur v # 0 de E tel que

fv) =Xv
Un tel vecteur est appelé vecteur propre associé a .

Remarque 2 — Les wvaleurs propres peuvent étre nulles.
— les vecteurs propres sont non nuls.
— Si v est vecteur propre de f, alors par linéarité de f, av est aussi vecteur propre
de [ pour tout a # 0.



Détermination des valeurs propres

Définition 2 (polynéme caractéristique) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vec-
toriel de E de dimension finie. On appel polynome caractéristique de f le polynome

Pi(X\) = det(f — A d) = det(A — \I)
tel que A est la matrice associée a f dans n’importe quelle base de E.

Remarque 3 Deuz matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique mais la
réciproque est fausse.

Proposition 1 Les valeurs propres de f sont les racines du polynome caractéristique
Pr(N).

Définition 3 L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé le
spectre de f et il est noté par Sp(f).

Définition 4 (multiplicité) On dit qu’une valeur propre Ny de f est de multiplicité o
si elle est racine d’ordre o du polynome caractéristique de f, c’est-a-dire :

Pr(A) = (Ao = A)"QA), Q(Xo) #0

et on la note par
a = mult(N)

Détermination des vecteurs propres

Une fois les valeurs propres sont déterminées, on détermine l’espace des vecteurs propres
associés a chacune de ces valeurs en résolvant le systéme linéaire

(A=) (v) =0

ou A est la matrice de f dans une certaine base.
Exemple 3 Soit la matrice

2 0 4
B=1|3 -4 12 | € M5(R)
1 -2 5

Cherchons les vecteurs propres de B. Pour cela on doit d’abord calculer les valeurs
propres de f.
Valeurs propres :

2-1 0 4
Ps(\)=det(B—A)=| 3 —4-x 12
1 25—
= AA-1)(A—2)

Les valeurs propres de B sont :



Vecteurs propres :
On va résoudre le systeme (B — X )v =0 et v = (1 3 xg)t.

Pour Ay =0 :
27y + dag = 0 =R Sy
(B=—MDHv=0<= ¢ 32y —4day+ 1203 =0 = T2 = 5 = v =13 3
1 — 222 + 513 = 0 x3 quelconque 1
On peut prendre x3 = 1, et on obtient le vecteur propre
—2
o — 3
' 2
1
Pour g =1 :
Ty + 4ZL’3 =0 T = —4ZL'3 —4
(B=Xl)v=0<= 1 321 —522+ 1203 =0 =< x2=0 =< v =13 0
r1 —2x9 + 423 =0 x3 quelconque 1
On peut prendre x3 = 1, et on obtient le vecteur propre
—4
Vg = 0
1
Pour A3 =2 :
4112’3 =0 41’3 =0 2
(B—/\gl)l):0<:> 3r1 — 620+ 1223 =0 — T1 = 2T9 - V= Ty 1
1 — 2x9 + 3x3 =0 To quelconque 0

On peut prendre xo = 1, et on obtient le vecteur propre

2
V3 = 1
0

1.2 Diagonalisation d’une matrice

Soit F un K espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de F.
1.2.1 Définitions et exemple

Définition 5 On dit que f est diagonalisable, s’il existe une base {e;} de E (resp. une
matrice inversible P) telle que ./\/l{e,} (resp. P~YAP) est diagonale.

Théoréme 1 Soit f un endomorphisme de E. Alors f est diagonalisable s’il existe
une base de E formée par les vecteurs propres de f.

Remarque 4 Si f est diagonalisable, les termes qui apparaissent sur la diagonale de
la matrice associée a f dans une base de vecteurs propres sont les valeurs propres.
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Définition 6 (polynome scindé) Soit P € K[X]| un polynéome, on dit qu’il est scindé
dans K sl est de degré n et admet n racines dans K.

Exemple 4 — Le polynéme x> +1 = (x — i)(z + i) est scindé dans C mais non
pas dans R.
— Le polynome x* est scindé dans R et C.

Remarque 5 Un polyndome est scindé s’il peut s’écrire sous la forme

Pa) =[] (@ - &)™

k=1
avec
m
E ap = degré de P
k=1

ol xy, sont les racines de P et ay la multiplicité de xy,.

Théoréme 2 (Caractérisation) Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel de
dimension finie, alors f est diagonalisable si et seulement si

1. Py est scindé dans K.

2. Pour toute valeur propre A de f on a
dim Ey = mult («)

Corollaire 1 Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel de dimension finie n,
st f admet n valeurs propres distinctes (de multiplicité une) alors f est diagonalisable.

Matrice réduite et matrice de passage :

Pour déterminer la matrice de passage et la matrice réduite d’'un endomorphisme
on suit les étapes suivantes :

1. On détermine les valeurs propres de f et on les notes \; et les vecteurs propres
qu’on les notes v;. Si

VA€ Sp (f):dim Ey = mult ()

alors f est diagonalisable.

2. La matrice associée a f dans la base {v;} est diagonale de la forme

A0 0
o 0 X 0
0 0 Ao

3. La matrice de passage correspondantes est
P = (v |va] - |vn)

de telle sorte que 'ordre des valeurs propres dans A’ correspond & l'ordre de
leurs vecteurs propres dans la matrice P.



Exemple 5 Si on prend 'exemple 3, on a trouvé les valeurs et les vecteurs propres
sutvants :

( —2
)\1 =0— v = §
2
1
—4
>\2 =1— vy, = 0
1
2
)\3 =2 —v3= 1
L 0
alors la matrice réduite et la matrice de passage sont
A0 0 000
A= 0 X O =010
0 0 As 00 2
et
-2 —4 2
3
P = - 0 1
2
1 1 0

1.2.2 Applications de la diagonalisation
Puissance d’une matrice

Soit A € M,,(K). Si A est diagonalisable, il existe deux matrices, A’ diagonale et P
inversible tel que A’ = P~*AP. On a

AP = (PAP') x (PAP") x - x (PAP™)

(

k fois
De plus, on a PP~! = I, alors on obtient
)"f 0O --- 0
Ab=pupt=p (_) Ag (.) p!
00 - X

Donc A* se calcule par la formule suivante :

AF — pAkpl

Systémes de suites récurrentes

On suppose qu'on a un systéme de suites récurrentes dans lequel on cherche a
déterminer le terme générale en fonction des premiers termes de chaque suite. Soit

Upt1 = f(Un, V) = Q11Un + a120y
Up+1 = g(un; Un) = A21Uy + Q220

9



avec ug et vy donnés.
On pose

Xn=<“") etxoz(“°>
Un Vo

Le systéme précédent s’écrit X,, .1 = AX,,, avec
+ )
a11 a2
A=
21 Q22

X, =A"X,

on est donc ramené au calcul de A™ puis de X,, en fonction de n.
Dans le cas ot la matrice est diagonalisable, alors

d’ou par récurrence

A" = pA"pT!

Systémes d’équations différentielles

On cherche a résoudre le systéme d’équations différentielles suivant :

%xl = anx; + apx2 + -+ a1ny

: (1.2.1)
d
dt

avec a;; € R et z; : R — R dérivables.

Ce systéme peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

d
%X =AX, A= <aij)1§i,j§n et X = (z1 zo- xn)t

Ty = Ap1T1 + ApaZ2 + -+ - + App Ty

Pour résoudre ce systéme, on passe par les étapes suivantes :
1. On réduit la matrice A sous la forme diagonale et on détermine la matrice de

passage P.
2. On résout le systéme
d
—Y =AY
dt
3. La solution du systéme 1.2.1 est
X =PY

Exemple 6 Soit le systéeme d’équations différentielles suivant :

¥ =5r—y+9z x! 5 -1 9 x
Yy =3x+4y — |y |=13 4 0 Yy
Z=x+y+z 2! 1 1 1 z
~ ——
dX A X
dt

Apres calcul on trouve

100 9 -2 3
A=1020 etP=1 -9 3 3
007 5 1 1

10



On résout maintenant le systéme

Y =
% =AY <— y% = 2ys
Y3 = Tys
avec
Y1
Y = Y2
Ys
ce qui donne
N = Che
Yy = Cae®
ys = Cse™

avec Cp,Cy,C5 € R.

La solution de notre systéeme est

QClet — 20262t + 30367t
X=PY <— X = —901€t + 302€2t + 303€7t
501€t + 6'26275 + 0367t

1.3 Trigonalisation d’une matrice

Soit F un K espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de F.

1.3.1 Définitions et exemple

Définition 7 On dit que [ est triangularisable (ou trigonalisable) s’il existe une base
{e}} de E (resp. une matrice inversible P) telle que M{e,}(f) (resp. P"YAP) soit

triangulaire supérieure.

Théoréme 3 Une matrice carrée A € M, (R) ou un endomorphisme f est triangula-
risable si et seulement si son polynome caractéristique est scindé dans K.

Remarque 6 — Si la matrice A est triangularisable, les éléments diagonaux de la
matrice réduite triangulaire supérieure sont les valeurs propres de A.
— La forme réduite triangulaire n’est pas unique.

Technique :
Soit A une matrice carrée, pour déterminer la matrice réduite triangulaire et la matrice
de passage correspondante on a les étapes suivantes :

1. On détermine les valeurs propres et les vecteurs propres. Si
Jx € Sp (A),dim E, # mult())

alors la matrice n’est pas diagonalisable mais trigonalisable.

2. Dans ce cas, cette matrice dans une base {vq, vy, -+ ,v,} s’écrit sous la forme
Al @iz - g
v 0 Xy - ayy,
0O 0 - A\,

11



3. On résout le systéme suivant :

A’Ul = /\1’01
AUQ = a1oV1 + )\21)2

Avy = a1p01 + agpva + 1+ AUy
dont les inconnus sont vy, et les parametres a,;, avec la contrainte

det (vy |vg| -+ - |v,) # 0

4. Une fois les coefficients a;; et les vecteurs vy, sont déterminés, la matrice réduite
triangulaire et la matrice de passage sont données par

Al oayg - A1n

, 0 XNy - ag,
A = : —_— : et P = (vy|va| -+ |vn)

0 0 - A\,

Exemple 7 Soit la matrice

2 -1 -1
A= 2 1 =2
3 -1 =2

Calculons les valeurs et les vecteurs propres de A.
Valeurs propres :

2—-X -1 —1
Py(A) = det(A — A\I) = det 2 1-Xx =2
3 -1 —-2-2A

=(A=1)*(\+1)
Ps(X) est scindé dans R.
A1 = 1 de multiplicité 2.
Ao = —1 de multiplicité 1.
Vecteurs propres

Pour \y =1
fL‘l—IQ—l'g:O
(A—)\l.[)’U:O<:> 2331—21'3:0
3r1 — 22 —3x3 =0
Tr1 = X3
:>{ 1'2_0
On obtient

1

V1 = I3 0
1

12



avec T3 quelconque, on prend alors x5 =1, donc

1
v = 0
1

1
E = vect <U1 =1 0 > = dim Ey # mult (1) =2
1

Donc la matrice A est trigonalisable.
Pour \g = —1

31’1—ZE2—I‘3:0
(A-MIv=0<= 211 + 229 — 223 =0
3r1 —x2—23=0
:>{ $3:2JI1
1 = T2

On obtient

—_ =

Vg = T

N}

avec x1 quelconque, on prend alors x1 = 1, ce qui donne

1
Vo = 1
2
1
E_, = 'U@Ct<U2 =11 > = dim E_y = mult (—-1)=1
2

Forme réduite et matrice de passage :

b
c
-1

A=

S O =
O~ Q

Les composantes des colonnes de A" sont les composantes des images des vecteurs Ae;
dans la base {eq,es,e3}, c’est-a-dire :

A@l = € (131)
Aey = ae; + ey (1.3.2)
Aes = be; +cey —es (1.3.3)

la relation 1.5.1 affirme que le vecteur propre de A qui correspond a la valeur propre
A =1, alors on prend

13



Dans la relation 1.5.2, on ne peut pas prendre a = 0 sinon le vecteur ey sera un vecteur
propre de A correspondant a la valeur propre Ay = 1, ce qui est absurde car cette valeur
posséde qu’un seul vecteur propre. Alors on prend a =1 et on obtient

Tl — T9 — T3 = 1
(A—[)62:v1<:> 201 — 2x3 =10
31‘1—1’2—31‘3:1
— { 1 — T3
To = -1
On peut prendre alors
€y = -1
0

Dans la relation 1.5.3 , on peut prendre ez le vecteur propre de A qui correspond a la
valeur propre Ay = —1, ce qui donne

1
€3 = Vg — 1
2

Finalement la matrice réduite et la matrice de passage sont

11 0 1 0 1
A=101 0 et P=(erlesles )= 0 —1 1
00 -1 1 0 2

1.3.2 Décomposition de Dunford

Définition 8 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E . On dit que f est
nilpotente si et seulement si

dpeN: fF=0

Une matrice carrée A est dite nilpotente si et seulement si
IpeN: AP =0

Si A est de taille n, alors A™ = 0.

Théoréme 4 Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme
de E dont le polynome caractéristique est scindé. Alors f se décompose d’une maniére
unique sous la forme

f=D+ N

avec D un endomorphisme diagonalisable et N un endomorphisme nilpotent, tel que

DoN=NoD

Proposition 2 Soit A une matrice carrée dont le polynome caractéristique est scindé.

1. Si A admet une seule valeur propre Ao, la décomposition de Dunford est de la

forme
A 0 0
A=D+ N, N=A—-D, D= 0 X O
0 0 X

14



2. Si A admet au moins deux valeurs propres distinctes, alors la décomposition de
Dunford se fait selon les étapes suivantes :

— On détermine la matrice réduite A" et la matrice de passage P.
— On décompose la matrice A" sous la forme

A'=D+ N’

tels que D' une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les va-
leurs propres de A et N' = A" — D' matrice nilpotente.
— Alors la décomposition de Dunford de la matrice A vaut

A=PDP'+PNP!
T T

Exemple 8 Si on prend l’exemple 7, on a la matrice A est trigonalisable et sa forme
réduite est

11 0 10 0 010
A=101 0 |=(01 0 |+[000
00 —1 00 —1 00 0
o N
Alors
10 0 010
A=rAP'=Pl 01 0 |P'+P|l 00O |P!
00 —1 00 0
D N

avec D diagonalisable et N = D — A nilpotente.

1.3.3 Puissance d’une matrice

Définition 9 (formule de binéme de Newton) Soit A et B deux matrices qui com-
mutent (c’est-a-dire AB = BA) alors

p
(A+ By =) _ Cra*p
k=0

Proposition 3 Soit A une matrice carrée dont le polynome caractéristique est scindé.

On a
A=D4+ N

donc
A¥=(D+N)*=P([D +N)'p?

=p (Z C,’jD’"kN’k) p!

k=0

n—1
=p (Z CsD/”_kN/k> P~ car N™ =0)

k=0

15



1.3.4 Résolution des équations différentielles

Exponentiel d’une matrice

Définition 10 On définit [’exponentiel d’une matrice carrée A par la formule

+oo
A A
k!
k=0
Remarque 7 Soit A € M,,(K)
1. Si A et B sont deux matrices qui commutent alors eAtB = edeP
2. Si A est nilpotente alors
— Ak
A_ a4
A=Y 7
k=0
3. Si A est diagonale alors
et 0 0
0 e 0
et = .
0 0 efnn
4. Si A et A" sont semblables alors
= pe?' P!

Proposition 4 La résolution du systeme

d
Yx_a
dt o

se fait par la méthode suivante :
1. On détermine la matrice réduite et la matrice de passage de A, et on décompose

A sous la forme
A=D+ N

2. La solution X wvaut

avec C1 € R™.

16



Equations différentielles ordinaires

On veut résoudre ’équation différentielle suivante :
y'+2) +y=0

ce qui nous donne le systéme
{ y'=-2y —y
y =y

Ce systeme peut s’écrire sous la forme matricielle suivante

Y B 9 _1 Y
y ) \1 0 y
—_— Y
dX A X
dt

Donc y est la derniére composante du vecteur X.
On sait que la solution du systéme

d
— X =AX
dt
est
X =0

pour cela on va déterminer la matrice réduite et la matrice de passage de A.
Valeurs et vecteurs propres :

det(A — M) = (A +1)°

Les valeurs propres sont : \; = Ay = —1.
Les vecteurs propres sont :

E, = vect <v1:(_11)>, dim F; =1 mult (1) =2

(-1
Vo = 0
Donc A est trigonalisable et on a

, (-1 1 (1 -1
A_(O _1)etp_(_1 0)
, (-1 0 0 1
w0 5) (o)

J/ (. J
~~ -~

D’ N’

Alors

par suite
X = At — (DN

‘s 1 Tk

) 2 () e

17



()G (s)
()

Au final,
y=—(c1 +cat)e™?

Remarque 8 Lorsqu’on a une seule valeur propre , on a pas besoin de calculer la
matrice P car, on a

A=PA P!
A 0 0 *
A 0
=P + p!
0 A 0 0
=P[IN+ N P!
Donc
A =[N + N]
avec
N=A-\

1.4 Réduction de Jordan

Polynéme annulateur et minimale

Définition 11 (Polynéme annulateur) Soit f un endomorphisme d’un K espace
vectoriel E et P un polynome de K[X], on dit qu’il est annulateur de f si

P(f)=0

avec .
P(fy=) aff, fofo--of=f* f'=1Id
k=1 k fois

Dans le cas d’une matrice carrée A on a

P(A)=0
avec .

P(A) =) aAk, A=1
k=1

Proposition 5 Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E et P un polynome
annulateur de f. Alors les valeurs propres de f figurent parmi les racines de P. (la
réciproque est fausse).

Théoréme 5 Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimension finie.
Alors f est diagonalisable si et seulement si il existe un polynéme scindé qui admet des
racines simples et qui annule f.
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Théoréme 6 (Cayley-Hamilton) Soient f un endomorphisme d’un K espace vectoriel
E de dimension finie net Py son polynome caractéristique.On a

Pi(f)=0

Définition 12 (Polynéme minimal) Soit f un endomorphisme d’un K espace vec-
toriel E. On appel un polynéme minimal de f et on le note my, le polynome annulateur
de f qui est

1. Normalisé dans le sens ot le coefficient du mondme du plus haut degré de ce
polynéme vaut 1.

2. (C’est le polynome de degré le plus petit parmi tous les polynémes annulateurs de

f.

Théoréme 7 Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimension finie.
Alors f est diagonalisable si et seulement si son polynome minimal est scindé dans K
et n‘admet que des racines simples.

Remarque 9 — Le polynéme minimal d’un endomorphisme f est unique.
— Les racines du polynome minimal my sont exactement les racines du polynome
caractéristique mais avec des multiplicités généralement différentes.

Exemple 9 Soit 'endomorphisme f dans R® définit par

T —r+Yy+z
flv = v—y+z
z rT+y—z

Apres calcul on trouve

PrA) = =(A=1) (A +2)°
d’aprés la remarque 9 on conclut qu’il y a deuzx possibilités pour le polyndme minimal
QN =(\—1) (A +2)?

ms(A) =4¢ ou
Q:(A) = (A=1) (A +2)

On va tester ces deux polynomes en calculant Q;(f) en commengant par celui du plus
petit degré. Pour faciliter les calculs on va calculer Q;(A) avec A la matrice associée a
f dans nimporte qu’elle base. Dans notre cas, on prend la base canonique de R3. On a

-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1
Donc
Qa(A) = (A= 1) (A+21) =0
Alors

miA) =A—-1)(A+2)

qui est le polynome minimal de f.
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Définition 13 On appelle un bloc de Jordan associé a la valeur propre A d’ordre n la
matrice carrée de taille n de la forme

ALl o 0
\ .

T\ =
-
0 0 A

Théoréme 8 (Le cas d’une seule valeur propre) Soit f un endomorphisme d’un
K espace vectoriel E de dimension finie n tels que

1. Le polynéme caractéristique de f est scindé et admet une seule valeur propre A
Pp(X) = (=1)" (X = N)"
2. Le polynome minimal de f est de la forme

my(X) = (X = 1)’

3.
dim F, = v
Dans ce cas il existe une base B de E tel que la matrice associée a f est de la
forme
Ji (N 0
- Tz (M)
JO = g
0 Ty (M)

ol
— Jk(X) sont les blocs de Jordan.
— L’ordre du plus grand bloc est B (la taille du bloc).
— Le nombre de bloc est .

Théoréme 9 (Le cas de plusieurs valeurs propres) Soit f un endomorphisme
d’un K espace vectoriel E de dimension finie n tel que son polynéme caractéristique
est scindé et f admet p valeurs propres distinctes \j.

Pr(A) = (1" [ @ =)™

Alors il existe une base B de E tel que la matrice associée a f est de la forme

j1(>\1) 0
J2(%s)

0 Tv(A)

ot les blocs J sont donnés par le théoréme 8.
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Exemple 10 1. Le cas de plusieurs valeurs propres :

st on prend l’exemple 7, on a

2 -1 —-1
A= 2 1 =2
3 -1 =2

pad)=(A=1*(A+1)

maN) =A—=12(A+1)

et
dlmE1 = 1,dimE_1 =1
Alors
) 11 0
J=101 0
00 —1
2. Le cas d’une seule valeur propre :
Soient
pa(d) = (A —2)°
ma(\) = (A —2)*
et
Alors

I
o o
oo
N OO

1.5 Algorithme de Fadeev

Cet algorithme permet de calculer entre autre le polynéme minimal d’une matrice.
Ecrivons le polynome caractéristique sous la forme suivante :

P()\) = \" _pl)\nfl _pQ)\an e = DA — Dy = A — ij)\n*j
j=1
et B(A) la transposée de la comatrice de AI,, — A sous la forme

n—1
B(A)=\""4) AB;

J=1

L’algorithme de Fadeev permet de calculer les coefficients p; et les matrices B; par le
schéma suivant :
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A=A P1= tT(Al) By =A —p1,

1
Ay = ABy P2 = 5757“(/12) By = Ay — poI,

1
As = AB;3 p3 = gtT(A:a) Bs = A3 — psl,

1
An—l - ABTL—Q Pn—1 = n tr(An—l) Bn—l - An—l - pn—lln

A, = AB,,_, pn = —tr(A,) B,=A,—p,1,=0

ou tr(X) désigne la trace d’une matrice carrée X, c’est-a-dire la somme de ses
éléments diagonaux.
Notons D(A) le PGCD des coefficients de la matrice B(\), alors le polynéme minimal
de A est donné par :

P
\) = 2/
"N =50
Exemple 11 Soit la matrice
1 1 1
A=10 0 -1
0 -1 0

Calculer A2018 e ¢4,

Solution :
Appliquons l'algorithme de Fadeev. Pour cela cherchons les coefficients p; et B;. Alors

PaN) =X — A2 -2 +1

M1 A—1 Xx—1
Ba(A) = NI+ AB; + By = 0 PRI W N |
0 “A+1 A=

Alors RISt
ma) =2 AT e 1) (41
A—1 N N
®1 ®2

Soit f une fonction quelconque.
fA) = f(De1(A) + f(=1)g2(A)
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0 1 1
A1:A plzl B1:A1—p1]: 0 -1 -1
0 -1 -1
0 -1 -1 -1 -1 -1
AQZABlz 0 1 1 p2:1 BQIAQ—pQII 0 0 1
0 1 1 0 1 O
-1 0 0 000
A3:AB2: 0 -1 0 p3:—1 B3:A3—p3[: 0 00
0 0 -1 000
Prenons

F@) =2 — 1, alors f(A) = A— I = —25(A) — @p(A) = —%(A e

—_

f@) =z + 1 alors f(A) = A+ 1 =2¢1(A) = ¢1(A)

Donc

(A+1)

)1

[\]

f(A)

FAA+ 1) = S (-1)(A 1)
) as (K02 ICD

2
A2018 =7

2
(1) - f(=1)

— s = (15

Par suite

et

Devoir maison :
Soit

— = =
— O N

0

Programmer ’algorithme de Fadeev sur Matlab pour calculer A% et e4.

1.6 Exercices corrigés

Exercice 1 Soit & € R et A, € M3(R) la matrice suivante :

-1 0 a+1
A, = 1 -2 0
-1 1 a
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1. Factoriser le polynome caractéristique Py, en produit de facteurs du premier
degré.

2. Déterminer selon la valeur de « les valeurs propres distinctes de A, et leur
multiplicité.

3. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la matrice A, est diagonalisable.

4. Déterminer selon les valeurs de a le polynéme minimal de A,.

-II-
On suppose que o = 0, on note A = Ay et f 'endomorphisme de R? associé a la
matrice A.

1. Montrer qu’il existe une base de R dans laquelle la matrice de f est

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP™1.
2. Ecrire la décomposition de Dunford de B.

3. Pourt € R, calculer ePt et exprimer et o Uaide de P et ePt.

Solution
-I-

—1-A 1 0
Py, = det(A, — M) = det 1 —2-Xx 0
-1 1 a—A

= —(1+N’N\—a+1)
2. Les valeurs propres de A, :
Sia#0,o0na:

)\1 :/\2: —1,mult:2
A3 =a—1,mult =1.

Sia=0,o0na:
)\1:)\2:>\3:—1,WU”I3

3. Pourque la matrice A, soit diagonalisable il faut que
dim(E)) = mult(X)

Les vecteurs propres :
Sia#0:
Pour \{ = Ay = —1

(a+1)z=0
(Ap+DHv=0<=< z2—y=0
—z4+y+(a+1)z2=0

(a+1)z=0<= (a+1)=0V(2=0)
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Sia# —1,alors z=0et x =y, donc

1
E*l = <'U1 = 1 >
0

dimE_; =1+#2

On a

Alors A, n’est pas diagonalisable.
Sia=—1,alorszeRetz =1y

T 1 0
v = x =X 1 +Z O
z 0 1

Donc

—_
<
)
|
e}

1 0
0 1

Alors A, est diagonalisable.

Sia=0:
Pour \{ = Ay = —1:

Z =
(A +DHv=0<=< z—y=0

—r+y+z2=0
1
0

On a

dimFE_ | =1+#2
Alors A, n’est pas diagonalisable.
Conclusion : A, est diagonalisable si et seulement si o = —1.

4. On a

B Py, =—W\+1)°\+2)
O‘—_1:>{ mf;fl(A):(A+1)(A+2)
Py, =—A+1)°A—a+1)
0‘7&_1:}{ mia(A):(AH)?(A—aH)

Pay=—(A+1)°
a=0= 0
{ mag(A) = (A+1)°
-1I-
On suppose que a = 0, et on a
-1 0 1
A=Ay=| 1 =2 0
-1 1 0



1. Cherchons une base B’ = {ey, €9, e3} qui vérifie :

A€1:—61 (A+I)€1:O
A€2:€1—62 < <A+I)62:€1
A€3:€2—€3 (A—l—I)Bg:GQ
1
Pour A = —1, on prend ey =v; = | 1 | comme vecteur propre, donc
0
T 1 z=1
A+D| y |=|1 ]| z—y=1
z 0 —r+y+z=0
1
— €9 = 0
1
T 1 z=1
A+D| vy | =10 ]|« 2x—y=0
z 1 —r+y+z=1
0
— €3 = 0
1
Alors
110
P=|100
011
2. On a
-1 1 0 -1 0 O 010
B = 0 -1 1 = 0O -1 0 +1 0 0 1
0O 0 -1 0O 0 -1 0 00
D N
avec N = 0.
3
eBt = o(D'+Nt _ D't 4 Nt
ou
et 0 0
eP't = 0 et 0
0 0 et
et )
, N/ktk 12t2
Nt = o =1+ Nt+
k=0 '
avec
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Alors

t2
1 ¢t —
N't _
€ T101 ¢
0 0 1
Par suite
t2
1 ¢t —
Bt _ _—t
e = 01 ¢t
0 0 1
et
At _ GPBP*1 _ PeBtP—l
t2 t2 2
1—— — t+ —
2 2 + 2
—t 2 2 2
=e t t
t—— 1—t+— —
2 + 2 2
—t t t+1

Exercice 2 Soit l’endomorphisme de R* définit par :

x dor — 2y +t

y | dr — 2y — 2z
/ z dor — 4y + 2z + 2t

t do — 4y + 4

1. Ecrire la matrice A de f par rapport & la base canonique.
2. f est-elle diagonalisable ou trigonalisable ¢
3. Calculer A", n € N, puis et

4. En utilisant ’exponentielle d’une matrice, résoudre le systeme

dX
T AX
dt
Solution
1.

4 -2 0 1
4 -2 -2 0

A=14 4 9 9
4 —4 0 4



2. Calculons les valeurs propres et les vecteurs propres de A
Valeurs propres :

4—X =2 0 1
4 —2-x -2 0
Pi(X) = det(A—XI) = det . 2 g = (2=XN* 6=\ (=2—-))
4 —4 0 44—\

(C1+ Cy), (Ly — L1),(Lg — L3)

P4(X) scindé

A =2, mult (\) =
A= =2 mult (\) =
A =06, mult (\) = 1

Vecteurs propres :

20 —2y+t=20

dr —4y — 22 =0
dr —4y+2t =0
dor —4y+2t =0

z=—t
— 125
rT=y— =
Y73

(A-20)v=0<+=

donc 1
y— =t 1 ——
1 2
v = Yy =v| 4 +t 0
—t -1
t 0 1
On prend y = 1 et t = 2, on obtient
1 —1
1 0
IXES <Ul = 0 U2 = 9 >
0 2

On a
dim Fy =2 # mult A =2

Alors f est diagonalisable.
(22 -2y +t=0
dr — 8y — 22 =0

dr — 4y —4z+2t =0
dr —4y — 2t =0

(A—61)v=0<+<=

I
Fo| = O
~

Y
— €T
z
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donc

ANNE
2
V= 0 =1 0
t
; 1
1
On prend, t = 2 et on obtient
1
0
E6 = <Ug == 9 >
2
6r —2y+t=0
dr — 22 =0

(At+2Dv=0= 93 | 444212 =0

dor —4y +6t =0

donc

On prend, z = 2 et on obtient

E,Q = <U4 =

N DO =~ =
\/

3. On a
2 00 0 1 1 11
, 1020 0 |1 0 04
A=loo06 0o [|[F=|0 2222
000 -2 0o 2 2 2
donc
2" 0 0 0
n el 0 O 0 0
At =PATP T = 0 0 2n 1 xa3r 0
0 O 0 (—1)" x 2n2
avec
2 0 0 0
. 0 2" 0 0
AT = 0 0 6™ 0



et

1 0 0 L
2
0 0 1 1
4 4
Pl =
1 1 1 1
8
1 1 1
__ _ 0 _
4 4 8
et
e 0 0 0
0 0 O 0
€At — PeA'tP—l — O O eﬁt 0
2
e—2t
0O 0 0 —
4
avec
e 0 0 0
| 0 e 00
0 0 €% 0
0 0 0 e
4. iX
E = Al’ = X = C@At

Exercice 3 Soit (Up)nen, (Vi)nen €t (Zn)nen, trois suites numériques réelles véri-

fiant :
Un = 8Un—1 + 9Zn—1
Vn = —3Un,1 - Vn,1 - 3Zn,1 (161)
Zn = _6Un71 - 7Zn71

Détermaner les termes U,,V,, et Z,, en fonction de n, avec Uy = a,Vo = b et Zy = c..

Solution
Le systéme 3 peut s’écrire comme suit

U, 8 0 9 Un-1
Vo | =1 -3 -1 -3 Va1
Ly -6 0 -7 Zn-1
On sait que
Xn = AnXO
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avec

donc il faut calculer A™, pour cela cherchons les valeurs et les vecteurs propres de A.
Valeurs propres :

8—X 0 9
PiA) =det(A—X)=| -3 —-1-x =3 —(1+)N*(2-))
—6 0 —7-X

P4(X) scindé
A= —1, mult (\) =2

)\2 = 2, mult ()\2) 1
Vecteurs propres :
9r 4+ 92 =0
(A+IHhv=0<=< —3x—-32=0
—6xr — 62 =0
==z
yeR
donc
—x —1 0
v = Y =z 0 +yl 1
T 1

On prend, z = y = 1 et on obtient

1 0
E1:<1)1: 0 , Vg = 1 >
1 0

dim Fy =2 = mult )\

6x +92 =0
—3r—3y—32=0

(A=2Dv=0<=1 4\ 4t a:t2=0

—6x—92=0
5
y=-—5z
2
e 3
T =—z
2
donc
3, 3
2 2
— 5 — 5
V= =z
2° 2
z 1
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On prend z = 2, on obtient

3
EQ = <1}2 = -5 >
1

dim F; =1 = mult A\,

Alors A est diagonalisable. on a

-1 0 0 -1 0 3
A = 0O -1 0 et P= 0 1 =5
0 0 -2 1 0 2
donc
2
g(—l)" 0 0
A" = PATPT = 0 (=" 0
2n+1
0 0
5
avec
(=)™ 0 0
A" = 0 (=)™ 0
0 0 2"
et 5 3
_Z2 09 =
5 5)
pt= 1 11
1 1
0 =
5 5)
Par suite
Xn:AnXO

Exercice 4 Soit le systeme différentiel d’ordre 1 a coefficients constants

(d

d—f=3x+y+2z
dy

i A 1.6.2
=ty (1.6.2)
dz 5

| dt——x+y+ z

1. Ecrire ce systeme sous la forme

dX
2 ax
dt

2. Ecrire la réduction de Jordan de la matrice A.
3. Résoudre le systeme

dX
— = AX
dt
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Solution

1.
dx
dt
d 3 1 2 T
les | & | = 1 10 Y
dt 11 2 2
N ~~ AN /
dz A X
dt
——
dX
dt

2. Pour écrire la réduction de Jordan de A, il faut trouver la matrice réduite de A,
pour cela calculons les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Valeurs propres :

3—x 1 2
PiN) =det(A—XI)| -1 1-X 0 =(2-))?°
-1 12—

On remarque qu’on a une seule valeur propre donc

A=2[+ N
avec
1 1 2
N=A-2I=| -1 =1 0
—1 1 0
ol
N3 =0

Exercice 5 Soit E = Ry[X] et f un endomorphisme de E.
VPEE, f(P)=(2X+1)P— (X*—1) P

1. Ecrire la matrice A de f par rapport a la base (1, X, X?).
2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f.
3. Calculer A™ pour tout entier n € N*.

4. Calculer et.

Solution Soit

1. On a
f(1)y=2X+1
f(X)=X?2+X -1
f(X?) = X2 42X
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Alors

F(1) F(X) F(X?)
1 -1 0 1
A=]2 1 2 X

2. Valeurs propres :

PiN) =det(A— )= 2 1-x 2

Vecteurs propres :

—y =0
(A-Thv=0=1< 2x+2z=0
y=20
—z -1
= v = 0 =z 0
z 1

On pose z = 1, on obtient

P4()) scindé
dim £y =1 # mult(\) =3

Donc A est trigonalisable.

3. Utilisons la décomposition de Dunford pour calculer A™.
Puisqu’on a une seule valeur propre alors

A=1+N

avec

Donc

k=0
1—=n?+n —n —-n?+1
= 2n 1 2n
n®>—n n 14+n?2—n
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Exercice 6 Soit la matrice

1 00 0
-1 4 1 -2
A= 2 1 2 -1
1 21 0

1. Donner la réduction de Jordan de la matrice A et P.

2. Donner la réduction de Dunford de la matrice A et calculer A™.

Solution

1. Calculons le polynéme caractéristique de A.

1—A 0 0 0
-1 4-X 1 -2

= — = = — 3 —
Pa(\) = det(A — \I) 9 1 9_\ _1 2=XN)"(A=1)
1 2 1 —A
Les valeurs propres sont : A\ = Ay = 2et A3 = 1.
Les vecteurs propres :
([ —2=0
_ —r+2y+2—-2t=0
(A-2v=0<+= %ty — 1t =0
( 2+2y+2—-2t=0
(2=0
y=t
— z=10
| tER
alors
0 0
t 1
"=lo |7 o
t 1

On pose t = 1, on obtient

&

Il
T

=

Il
—_ o = o
~—



On a
dim By =1 # mult (2) =3

Alors A est trigonalisable.

—x4+3y+z—2t=0
(A-Ih=0«<=< 2z+y+2—-t=0
r4+2y+z—t=0

rT=y
z = —4y
alors
Y 1
| v |2 1
v 4y | 7Y -4
On pose y = 1, on obtient
1
1
E1 = <U1 = 4 >
-1
On a
PaA) = (2= (A1)
ma(d) =(2-A)"(A-1)
Par suite
Avl A’UQ A’Ug AU4
210 0 (%]
fod 0 2 1 0 (%)
— [
J=A= 0 0 2 0 U3
000 U4
Cherchons maintenant les deux vecteurs propres vs etvy. On a
A’Ul = 2U1 (A - 2])1]1 =0
AUQ = + 2’02 (A — 2])’02 = U
AU3:U2+2U3 A (A—Q[)’ngvg
Avy = vy (A—T)vy =0

On remarque que vy est le vecteur propre de 2 et vy le vecteur propre de lest
V4.

—x =0 o
B —r+2y+z—-2t=1 B
(A—2[)U2—U1<:> 21’—|—y—t:0 g:i

r+2y+2—-2t=1

donc

&~ =+ O
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On prend t = 0, on obtient

0
|10
Vo = 1
0
Maintenant
—x =0 v
B —r+2y+2—2t=0 B
(A—21vs = vy %ty —t—1 = Z:t_—;—l
r+2y+2—2t=0 N
donc
0
] t+1
o —2
t
On prend t = 0, on obtient
0
1
V3 = _9
0
Alors
00 O 1
1 0 1 1
P= 01 -2 —4
1 0 0 -1
. Ona
20 00 01 00
;10200 0010
A=loo20]T|loo0o0o0
00 0 2 0001
b N
donc
A=PAP'=pPDP'+PNP!
—_— S——
D N
avec
pt=
Alors
A—
De plus
An:PA/nP—l
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avec

210
0
. 021
AT = 00 2 0
000 [f
On pose
210
A=(021
00 2
Pour calculer A", on fait la décomposition de Dunford, on obtient
200 010
Al=1020]+]1001
00 2 000
par suite
2
A" = (D} + V)" =) ChDy N
k=0
avec

‘ 400 8 0 0
NP=0,D?=1040 |,D’=|0280 ]| etN>=
00 4 00 8

Alors
A" =

38
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Chapitre 2

Formes bilinéaires-Formes
quadratiques

Dans ce chapitre on va traité les probléemes & caractére bilinéaire, autrement dit
les problémes qui dépendent d’une maniére linéaire de deux vecteurs, par exemple, la
distance entre deux points (pour calculer l'erreur) et le produit scalaire, il permet de
définir la norme (dans certains cas de figure la norme sert a calculer 'énergie d’un
systéme).

2.1 Formes bilinéaires, cas de dimension finie

Définition 14 (Forme bilinéaire) Soit E un K espace vectoriel. On appelle forme
bilinéaire sur E une application

b: ExFE—R
(z,y) — b(z,y)
qui vérifie les conditions suivantes :
1. Vz, o',y € ENa, B € R blax + 2’ y) = ab(x,y) + pb(z', y)
2. Vx,y,y € EVNa,B € R b(x,ay + y') = ab(z,y) + Bb(x,y)

Exemple 12 K =R et b(z,y) = zy
Ve, o' y,y € E etVa,5 €R, on a

b(ax + ', y) = (ax + B2')y = azy + B’y = ab(z,y) + B(2', y)
donc b est linéaire par rapport a la premiére variable.

b(z, oy + By') = x(ay + By') = axy + Bry’ = ab(x,y) + Bz, y)
donc b est linéaire par rapport a la deuxiéme variable.

Définition 15 (Symétrie) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E.
On dit que b est symétrique si

Vz,y € B, b(x,y) =b(y,x)

Définition 16 (Définie positive) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vec-
toriel E. Alors

1. La forme b est positive si

Ve e E, b(z,z) >0
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2. la forme b est définie positive si
Ve e E, b(x,z) >0, b(z,z) =0<=2x=0

Définition 17 (Matrice associée a une forme bilinéaire) Soit E un K espace
vectoriel de dimension finie n, b une forme bilinéaire définie sur E et B = {e1, -+ ,e,}
une base de E. On appelle une matrice associée a b dans la base B de E et on la note
Mg (b) la matrice suivante

bler,e1) -+ bleg,ey)
Mp(b) = : :
blen,€e1) -+ blen,en)

Lemme 1 Soit E un K espace vectoriel de dimension finie n, b une forme bilinéaire
définie sur E et B = {ey,--- ,e,} une base de E. Si x ety sont deux vecteurs de E et
st on note

X =Mp(x),Y = Mg(y)
alors

b(z,y) = X'Mp(b)Y

Proposition 6 (Formules de changement de bases) Soit E un K espace vectoriel
de dimension finie n, b une forme bilinéaire définie sur E et B, B' deux bases de E.
Alors

Mpi(b) = PPMp(b)P

avec P la matrice de passage de la base B a la base B’.

Définition 18 (Rang d’une matrice) Soit A € M, (K). On appelle le rang de la
matrice A la dimension de l'image de A.

rg A=dim{y €e K"/dz € K" : y = Az}

ou encore
rg A =n — dimker A

Définition 19 Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension
finie. Alors le rang de la forme b est le rang de la matrice associée a cette forme dans
une base quelconque de E.

rg b= rg Mg(b)

Proposition 7 Le noyau de b est le noyau de la matrice qui représente b dans une
base quelconque de E et on le note N (b).

Définition 20 Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension
finie n. Alors b est non dégénérée si et seulement si

rgb=n=dmkFE

Théoréme 10 (Théoréme du rang pour les formes bilinéaires) Soit E un K-
espace vectoriel de dimension finie et soit b une forme bilinéaire sur E, alors

dim E = rg b+ dim N (D)
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2.2 Formes quadratiques, cas de dimension finie

Définition 21 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme quadratique sur E toute
application q de la forme

q: F—K
r+— s(xz,x)

ol s est une forme bilinéaire symétrique sur E.

Proposition 8 Soit g une forme quadratique sur E. Il existe une unique forme bili-
néaire symétrique s telle que pour tout x € E, q(x) = s(x,x). La forme bilinéaire s
s’appelle la forme polaire de q et on a

1

[q(x +y) —q(z) —q(y)] = ~ la(z +y) — q(z — y)]

V(z,y) € E?, s(z,y) = 1

N

Définition 22 (Matrice d’une forme quadratique) Soit E un K-espace vectoriel
de dimension finie n et soit ¢ une forme quadratique sur E. On définit la matrice
associée a la forme q comme étant la matrice associée a sa forme polaire s et le rang
de q est le rang de cette matrice.

Remarque 10 Toute forme quadratique est un polynéme homogéne de degré 2, autre-
ment dit

Q(iﬁ') = Z ARl T

k=1

avec ay € K des coefficients fixés.

2.3 Bases orthogonales

Définition 23 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, b une forme bili-
néaire symétrique et B = {ey,--- ,e,} une base de E. Alors

1. On dit que B est une base orthogonale de E si
Vi, I=1,--- nk#1: bleg,e)=0
2. On dit que B est normalisé si
VE=1,--- ,n: blex,ex) =1
3. On dit que B est orthonormée si elle est a la fois orthogonale et normalisée

1sik=1

Ve I=1,--- ,nk#1L: b(ek,el):{ 0 ik 1

Remarque 11 Soit b une forme bilinéaire symétrique et B une base de E. Alors
1. My(B) est diagonale si et seulement si B est orthogonale.
2. My(B) admet que des 1 sur sa diagonale si et seulement si B est normalisée.

3. My(B) =1 si et seulement si B est orthonormée.
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2.4 Reéduction des formes quadratiques

2.4.1 Méthode de Gauss

Cette méthode s’applique que lorsque la forme quadratique admet dans son expression
au moins un terme carré.
Soit R? vu comme étant un R-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique définie sur

R3 par
Vo € R®: q(x) = 22 + 202 + 523 4 22129 — 42913

On considére un terme carré quelconque par exemple z?, On va utiliser la formule

suivante
a? 4 2ab = (a + b)* — b?

1. On ordonne suivant le parameétre x;
q(z) = 2] + 22179 +225 + 573 — 4dwo73
—_——
termes en 1

2. On écrit les termes en x; comme le début d’'un carré

q(z) = (z1 + 182)2 — 23 4203 + 5as — daoxs

.

Vv
termes en 1

3. On refait le méme travail sur zs

q(z) = (x1 + x2)2 + x% — 4xo1s +5x§ = (z1 + x2)2 + (29 — 2x3)2 — 4m§ + 5x§
~—_———

termes en o

4. On continu 'opération jusqu’a la disparition de tout les termes rectangles

q(x) = (l’l + I2)2 + (ZEQ — 21‘3)2 + xg

2.4.2 Meéthode des dérivées partielles

Cette méthode s’applique lorsque la forme quadratique n’admet aucun terme carré

dans son expression.
Soit E = R? vu comme un R-espace vectoriel et soit ¢ la forme quadratique définit sur

R3 par
Vo € R®: q(z) = 5129 + 62103 + 31013

1. On choisit un terme rectangle Kz,x; avec K # 0. Dans notre cas on prend
DI Lo
2. On calcul les dérivée partielles 0,,¢ et J,,q. Dans notre cas on a
O, q(x) = Bxo + 623, Opyq(x) = by + 313

3. On écrit ¢ sous la forme

1
Vee E: q(z)= Eaqu(x)ﬁxlq(x) + terme correctif
Dans notre cas on a
1 18 ,
Ve e E: q(z)= 5 (5xg + 623) (571 + 3w3) =T

»1 ©2

42



4. On écrit alors ]

P12 = i (p1+92)" = 7 (o1 = 02)°
pour avoir la forme finale
Ve e E: p(x) = 1 (o1 + @2)? — 1 (1 — @2)* + terme correctif
4K 4K
Dans notre cas on aura
Vee E: p(x)= 2—10 (521 + bag + 923)° — % (521 — 5xy — 3a3)° — ?m%

Remarque 12 Si dans le terme correctif on a un terme rectangle on refait les mémes
étapes au niveau de ce terme. Si on a un mélange de termes carrés et de termes rec-
tangles on utilise la méthode de gauss au niveau de ce terme.

2.5 Classification des formes quadratiques

Théoréme 11 (Sylvester) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et q
une forme quadratique sur E. Alors il existe une base e; de E telle que

n

r = E L€

k=1
et
p T
q(z) = in - Z 72 (2.5.1)
k=1 k=p+1
¢’est-a-dire
1
1
-1
M., (q) =
-1
0
0
tel que
r= 19 (q)

et p un entier qui ne dépend que de la forme de q et non de la base.

Remarque 13 Pour déterminer la réduction de Sylvester on applique la réduction de
Gauss.
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Définition 24 (Signature d’une forme quadratique) Soit E un R-espace vectoriel
de dimension finie n et g une forme quadratique sur E telle que la réduction de Sylvester
est donnée par ’équation 2.5.1. On appelle la signature de la forme q et on la note

sign(q) le couple (p,r — p).
Lemme 2 Soit q une forme quadratique sur un R espace vectoriel E de dimension
finie n. Alors on a les assertions suivantes :

1. q est définie positive si et seulement si
sign ¢ = (n,0)
2. q est non dégénérée si et seulement si
sign ¢ = (p,n — p)
Théoréme 12 Soit g une forme quadratique sur un R espace vectoriel I de dimension

finie n et B une base de F, ce qui donne que

n

g(x) =Y aymi;

ij=1

tel que
T

x=|"

T

est le vecteur composante du vecteur x dans la base B.
Lorsqu’on fait la réduction sous la forme de Sylvester n obtient

p r
_ 2 2
glx) =Y ol = Y =
k=1 k=p+1
tel que xj, sont une expression linéaire des x; ce qui donne que pour une certaine matrice
A, on a
Ty
/ / IJQ
X =AX, X' = .
/
l/'I:"I’L
Alors X' c’est les composantes du vecteur x dans une nouvelle base de E qu’on la note
B'. P = A~! est la matrice de passage de B a B' avec B’ est une base orthogonale.

2.6 Exercices corrigés

Exercice 7 Soit R® vu comme un R-espace vectoriel et soit application b de R? x
R? dans R définie par

VX,Y € R®:b(X,Y) = 30191 +Toys—3y3+32 12— 3T2y1 +501y3+620y3— 10231y, +42300
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1. Montrer que b est bilinéaire.
2. Déterminer la matrice associée a b dans la base canonique de R3.

3. Déterminer la matrice associée a b dans la base

1 1 1
B = 1], o
0 1 0

4. Déterminer de deux facons le noyau de b.

Solution

Exercice 8 Soient les applications suivantes définient sur R3 vu comme étant un
R-espace vectoriel
@ (X) = a7 + 225 + 25 — 212
@(X) = 2172 + 2123 + D273
¢3(X) = 2] + 25 — 2179
1. Montrer qu’elles représentent des formes quadratiques sur R3.

2. déterminer la matrice et la forme polaire correspondante a chaque forme
quadratique dans la base canonique.

3. Déterminer la matrice associée a chaque forme quadratique dans la base

1 1 0
B = 1, (o], |1
0 1 1

4. Déterminer la forme réduite de Sylvester, une base correspondante, la signa-
ture, le caractére d’étre définie positive et le caractére d’étre dégénérée.

Exercice 9 On définit la fonction suivante sur Ro[X] X Ry[X] a valeur dans R
1
VP,Q € Ry[X] : b(P,Q) = / P(X)QW(X)dX

-1

1. Montrer qu’elle est bilinéaire et déterminer sa matrice dans la base canonique
de RQ [X] .

2. Discuter de deux facons différentes si elle est symétrique.

3. Ecrire sa matrice dans la basé
{1,1+X,1+2X + X?}

4. Déterminer de deux facons le noyau de b et discuter si elle est dégénérée.
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-II-

On considere la forme q définie par
VP € Ry[X]: q(P)=b(P,P)

1. Montrer que q représente une forme quadratique sur Ry[X].

2. Déterminer l'orthogonal par rapport a q des deux ensembles :
Dy ={P eRy[X]:2P - XPY =1}

Dy, = {P € Ry[X]: P(0) = PY(0)}

3. Déterminer la forme réduite de Sylvester de q et une base correspondante.
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