Cours de mécanique des fluides/ESSA Tlemcen 2022/2023

Chapitre 3: Ecoulements compressibles 3eme année

ECOULEMENTS COMPRESSIBLES

1. Ecoulement compressible ou incompressible

1.1. Vitesse duson

Un écoulement est compressible ou incompressible, est selon le fait que des petites
variations de masse volumique, de pression et de vitesse se propagent a l'intérieur du fluide a
une vitesse qui est la célérité du son dans le milieu considéré. Pour caractériser cette célérité,
nous considérerons une petite perturbation adiabatique réversible (isentropique) qui se
déplace dans le fluide initialement au repos contenu dans un tube de section constante.
L’équation de la conservation de la masse s’écrit;
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dp  dV_

p VYT
1_ 1(dV>_
Py~ viap) AT

1 | Dr. Sidi Mohamed Benhamou



Cours de mécanique des fluides/ESSA Tlemcen 2022/2023

Chapitre 3: Ecoulements compressibles 3eme année

L’équation d’état d'un gaz parfait PV = nRT = PM = pyRT = pi = %
0

Exemple: calculer la vitesse du son dans I'aira T = 15°

1.2. Nombre de Mach
L'écoulement est incompressible quand on peut négliger les variations de masse volumique au
sein d'un écoulement. Supposons que nous avons l|'écoulement adiabatique réversible
(isentropique donc pas d’effet de viscosité). La loi de conservation de masse s’écrit;

dp o
@ + pdiv(¥) =0

. 1dp
div(v) = —Ea
L’écoulement est incompressible (p = cst) = (;—f — 0=divi) — 0
Donc en cas d’écoulement incompressible, on peut négliger, pour une particule fluide, div(?)
devant les gradients de vitesse qui la déforment:

div(v) « grad(v)
1dp ——
——— KL grad(v
odr <9 )
L’équation de Navier-Stokes s’écrit (sans forces de frottement et sans forces de pesanteur);

Dv 1 —
Ez—;(gradP)

9+ vigrads = — - (gradp)
E+v.gra U——; gra

. . . v
Pour un écoulement stationnaire a—: = 0, donc;
T2 1 —_—
v.gradv = — E (gradP)

Nous avons déja démontré que la célérité du son dans le milieu fluide est;
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M, = zest appelé le nombre de Mach

1.3. Classification des écoulements

Le nombre de Mach est un nombre sans dimension qui exprime le rapport de la vitesse
locale d'un fluide a la vitesse du son dans ce méme fluide. Lorsque ce nombre est tres petit, les
compressions dues aux variations de pression peuvent étre négligées, et I'écoulement peut étre
considéré, en premiere approximation, comme étant incompressible. La valeur de ce nombre
est fondamentale pour les écoulements compressibles. Voici la classification adoptée suivant la
valeur du nombre de Mach:

e M, <0,3: I'écoulement est incompressible et les effets de densité sont négligés. Dans

I'air, un écoulement peut donc étre suppose incompressible pour des vitesses allant
jusqu'av = 0,3a = 100 m/s.

e 0,3< M, <0,8:I'écoulement est compressible subsonique.

e 0,8< M, < 1,2:I'écoulement est compressible transonique.

e 1,2 < M, < 3:I'écoulement est compressible supersonique.

e 3<M,

: I’écoulement est compressible hypersonique.

2. Ecoulements isentropiques unidirectionnels compressibles des fluides parfaits

L'écoulement est dit isentropique s'il est réversible et adiabatique. C’'est le cas, par exemple, de
I'écoulement d’'un gaz parfait en tuyere, que I'on retrouve dans de nombreuses machines

thermiques.
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2.1. Equation de Barré de Saint-Venant

Reprenons la formule de Weissbach, obtenue dans le chapitre 1 (Bilans énergétiques pour les

écoulements permanents);

2 _ 2
Tl=cp(Tl_T2)

Si nous considérons que le fluide a la température T, est immobile i.e v; =0 et qu’a la

température T est a une vitesse d’écoulement v, = v, nous pouvons écrire alors;

2
7= Cp(TO —T)

C, est la capacité calorifique massique a pression constante

La relation de Mayer s’écrit;

C_l(ynR)_l(yR)
P m\y—-1/ M\y—-1

Nous avons déja démontré que la vitesse du son dans un fluides s’écrit;

RT R a
= —_— s — = —
= VM T M T yT
6 =7 (=)
PoT\y—-1
2 - (1) £ ) - ) )
2 o — T —T\—1)\T BTy A
v 1 T,
SHERT
2 y—U\T

Cette équation porte le nom d’équation de Barré de Saint Venant (BSV).
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a- Etatcritique

Lorsque la vitesse d’écoulement du fluide est égale a la vitesse du son dans ce fluide(v = a), on
parle d’état critique, les caractéristiques de cet état sont obtenues en mettant M, = 1 dans
I’équation de BSV

-1 T
(5)-

2 T
Ty yv+1
T 2

Pour I'air (considéré comme fluide parfait), y = 1,4;

T—0833
Ty

b- Vitesse limite

La vitesse limite d’un écoulement compressible est atteinte lorsque la détente est poussée

jusqu’a P = 0 donc T = 0. Nous pouvons écrire alors:

vi

> Cp (TO - T) = CpTO

v, = /chTO

Cette vitesse permet, par exemple, de connaitre la vitesse maximale que peuvent atteindre les
gaz d’échappement d’une fusée dans le vide, elle conditionne donc la poussée maxi des
moteurs de fusée.

2.2, Barré de Saint Venant — Bernoulli

Nous allons montrer, dans ce paragraphe, que I'équation de Bernoulli peut étre considérée
comme un développement limité d’ordre un de BSV.

G

Transformation adiabatique Ty' Py* ™Y = T P1~¥

=)
) - (5o +1
() = (7)o
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L’équation de Bernoulli se présente donc comme un développement au premier ordre de
I’équation de BSV.

2.3. Théoréme d’Hugoniot

Considérons I'écoulement d’un fluide parfait dans une tuyere. L'équation de Navier-Stokes

s’écrit (sans force de viscosité ; fluide parfait)
Di

Ppf = —(gradP) + p. g

DV , .. . . 14 s .
avec - est la dérivée particulaire de la vitesse (I'accélération) donnée par;

6 | Dr. Sidi Mohamed Benhamou



Cours de mécanique des fluides/ESSA Tlemcen 2022/2023

Chapitre 3: Ecoulements compressibles 3eme année

Dv v — 1—
— 5 5= 2
Dt Fra (v.grad)? 5 grad(v*)
permeent

11— -,
p.Egrad(vz) = —(gradP) +p.g

—_— 1———>
gradP = p. (ﬁ — Egrad(v2)>

L’écoulement est considéré unidirectionnel;

dP  pdv’
dx 2 dx
dP = —pvdv
dP
— = —vdv
p
Nous avons déja montré que;
dP
a’> = —
dp
= dP = a’dp
d
a2 — _ydy
p
dp v? dv , dv
—=—-——= —(M,)*—
p a* v

L’équation de la conservation de la masse (ou conservation du débit massique) entre deux
points de la tuyere s’écrit:
qm = Cst = pvS§ = Cst

dan =02+ 215
dp  dv dS
p v S
dp dv dS ,dv
r _7_?__(1\/[(1) —
ds dv
- = - 21—
= = [1- (M)

Cette relation est appelée relation d'Hugoniot.

e Sil'écoulement est subsonique M, < 1, alors vet Ssont inversement proportionnelles
dans un tube de courant.

e Si I'écoulement est supersonique M, > 1, alors 1 —(M,)?> <0, ainsi v et Ssont
proportionnelles dans un tube de courant.
e La vitesse d’écoulement du gaz est égale la vitesse du son dans le fluide M, = 1 qu’en

. L .. das
une section de la canalisation est minimale <= 0
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