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Généralités sur les oscillations
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1.1. DEFINITIONS GENERALES 9

Introduction

Un grand nombre de systemes physiques de types différents, mécanique, électrique, acous-
tique et microscopique sont représentés et étudiés par le modele de 'oscillateur harmonique,
sans ou avec amortissement, en régime libre ou forcé. En régime forcé, pour des conditions
particulieres, les phénomenes de résonance apparaissent. Les systemes simples : la masse
accrochée a un ressort, le pendule, le circuit électrique RLC sont utilisés pour illustrer les
phénomenes d’oscillations des systemes réels tels que 'exemple du mouvement de ’enfant
sur une balancoire, le balancier d’'une horloge, un arbre ou un pont dans une tempéte ou le
systeme de 'équilibre vertical de I'oreille interne du corps humain.

1.1 Définitions générales

1.1.1 Oscillation (vibration)

C’est un mouvement qui s’effectue de part et d’autre (aller-retour) d’une position
d’équilibre. Une vibration désigne les oscillations rapides des systemes mécaniques qui restent
aux alentours d’un état de repos (équilibre). Un tel mouvement peut soit :

> Provoqué par une excitation : on parle alors de vibrations forcées (oscillations
forcées).
> Le résultat d’une action imposée a un instant donné, comme écarter le
systéeme de sa position de repos (équilibre), ou lui imposer une impulsion
initiale : on parle alors de vibrations libres (oscillations libres)
En général, les systemes mécaniques présentent de ’amortissement et les vibrations libres
décroissent au cours du temps pour devenir insignifiantes : on parle alors de vibrations libres
amorties (oscillations libres amorties). Au contraire, les vibrations forcées subsistent tant
qu’il y a excitation.

1.1.2 Oscillateur

Le systeme physique est appelé oscillateur ou systeme oscillant lorsque son équation
horaire ¢(t) varie périodiquement de part et d’autre d’une valeur notée ¢, entre deux valeurs
extrémes notées ¢ (t) et go(t) telles que ¢1(t) < qe < qa(t).

L’oscillation, de forme quelconque et de période T', se reproduit de fagon réguliere au
cours du temps, quel que soit ¢ :

q(t) =q(t+ 1)

Un exemple de réponse d'un oscillateur est donné sur la figure 1.1.
Suivant la nature du systéme la grandeur ¢ représente par exemple la position d’un
point matériel (z,y,z), une intensité (i) ou une tension électrique (u), une charge
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FiGURE 1.1 — Réponse d’'un oscillateur quelconque.

(Q) portée par un condensateur, un moment dipolaire (i), une densité moyenne
d’électrons (n,,) dans un plasma.

q:> x?y??'Z?Q??/L.?u?Q"'

Remarque : Dans ce qui suit les dérivations premiere et seconde par rapport au temps
sont notées respectivement :

d’q

(=T =q0) et ¢)="5"0

== = (t) ousimplement ¢ et ¢

Oscillateur harmonique

Dans le cas ou la forme des oscillations est sinusoidale (figure 2.1) ou harmonique,
I'oscillateur est appelé oscillateur harmonique.

L’excitation appliquée au systeme est tres breve, elle disparait des que le systeme
oscille, cette excitation est produite par les conditions initiales imposées au systeme (par
exemple position et vitesse initiales dans le cas d’'un systéme mécanique). Les oscillations

son‘id,ites libr

e8; R . -
énergie totale du systeme se conserve au cours du temps, le systeme ne dissipe pas
d’énergie.

Définition : la dissipation désigne le phénomene selon lequel un systéeme dynamique (onde,
oscillation...) perd de I’énergie au cours du temps.
La réponse de l'oscillateur harmonique s’écrit :

q(t) = gmcos(wot + @)

ou en choisissant convenablement l'origine des temps :

q(t) = gm cos(wo t)
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FI1GURE 1.2 — Réponse d’un oscillateur harmonique.

Les oscillations sont caractérisées par une amplitude ¢,, et par une période Tj, appelée
période propre. Celle-ci est liée a la pulsation propre wy et a la fréquence propre fy par les

relations 5 )
=27 _1
Wo f 0

Oscillateur harmonique amorti

Un systéme physique en évolution dissipe généralement de I’énergie (par frottement,
par effet Joule, etc.) : 'énergie totale ne se conserve plus dans le temps. Le systéme
est dit amorti. On constate alors que I'amplitude des oscillations décroit au cours du
temps : les oscillations sont harmoniques amorties (ou pseudo-sinusoidales ou pseudo-
périodiques).

Les oscillations sont libres (excitation trés breve produite par les conditions initiales, il
n'y a pas d’excitation pendant les oscillations). Le systeme physique est décrit par le modele
de loscillateur harmonique amorti. On distingue différents régimes d’évolution : apériodique,
critique et pseudo-périodique.

A titre d’exemples, deux réponses de tels oscillateurs (figure 3.1). Remarquez que, dans
les deux cas, 'amplitude des oscillations décroit en fonction du temps. Dans le cas d’un
amortissement fort, il n’y a plus d’oscillations.

Oscillateur harmonique forcé

Lorsqu’un systeme oscillatoire (libre ou amorti) est soumis a une excitation permanente
produite par un dispositif extérieur, les oscillations sont dites forcées.
L’excitation peut étre de différentes formes. Ces principales formes d’excitation sont

rep ]i"?se%?cti%% ig% O%IE%IE%L&E? fla'(f;lén permanente de ’énergie au systeme.

Dans le cas d’'une excitation sinusoidale appliquée a un systeme amorti, I’excitation four-
nit au systeme a chaque période, une quantité d’énergie exactement égale a celle dissipée
par le systeme. Au bout d’un certain temps, les oscillations du systeme ne sont plus ainsi
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FIGURE 1.3 — Régime pseudo-périodique Amortissement fort.

h(t) h@),
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—_— ¢

h()

Dirac

FIGURE 1.4 — Principales formes d’excitation.

amorties, elles sont harmoniques de pulsation égale a celle de ’excitation, le systeme évolue
en régime permanent.

Sous certaines conditions, ’excitation conduit a un phénomene de résonance. Le systeme
physique est décrit par le modele de 1'oscillateur harmonique forcé.

La figure ci-dessous représente la réponse d'un tel oscillateur en régime permanent :

Oscillateur anharmonique

Lorsqu’'un systeme physique évolue suivant une lot périodique, celle-ci est
généralement de forme quelconque, le systeme n’est donc pas décrit par un oscil-
lateur harmonique. Cependant :

> D’une part, @ condition de ne considérer que des petites variations de q(t)
(approximation des petites oscillations), on constate que certains systemes, se
comportent comme des oscillateurs harmoniques.

> D’autre part, on montre mathématiquement que toute oscillation périodique



1.1. DEFINITIONS GENERALES 13

()

r Y

4

régime
permanent

FIGURE 1.5 — Régime permanent.

se décompose en une somme d’oscillations harmoniques, de pulsations mul-
tiples d’'une pulsation donnée appelée pulsation fondamentale (décomposition
de Fourier). L'oscillateur est dit anharmonique.
Le systeme physique dont la réponse est représentée dans la figure 1.6 est un oscillateur
anharmonique.

ta@

L=

A SAAAT
AL

FIGURE 1.6 — Réponse d’un oscillateur anharmonique.

En effet ¢(t) :
> est une fonction périodique du temps,
> elle est de forme quelconque,
> elle se décompose en une somme de quatre fonctions harmoniques, la premiere de
pulsation wy, les trois autres de pulsations multiples de celle-ci, soit :

q(t) = 2 sin(0.8¢) + 3 sin(1.6 ¢) + 4 sin(2.4t) + 5 sin(3.2¢) (unitéSI)

avec wy = 0.8, w; = 2wy = 1.6, wy = 3wy = 2.4, w3 = 4wy = 3.2 (rad.s™1).

1.1.3 Coordonnées généralisées et nombre de degrés de li-
berté

On appelle coordonnées généralisées d'un systeme physique, un ensemble de
variables réelles qui décrivent les différents mouvements du systéme.
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Le nombre de coordonnées pour un point est de trois (03) (03 directions de
I’espace), et donc un systeme de N points matériels possede 3 N coordonnées.

Le nombre de coordonnées pour un corps rigide est de sixz (06) (03 directions
plus 03 rotations), et donc un systéeme de M corps rigides possede 6 M coordonnées.

Définition : Un corps rigide est celui dont la forme géométrique ne varie pas méme
s'il est soumis a l'action de forces externes.

On appelle degré de liberté (ddl) d'un systeme sa capacité d’effectuer un
mouvement de translation ou de rotation par rapport aux trois directions
de l’espaces.

Le nombre de degré de liberté n d’'un systeme est le nombre de coordonnées
généralisées minimum (ou indépendantes) mécessaire a la description
complete d’un systéme. 1l est égal au nombre de coordonnées moins le nombre
de contraintes (liaisons ou relations) C. Pour un systeme de M corps rigides
et N points matériels, Le nombre de degré de liberté n est donné par :

n=06M+3N)-C

FIGURE 1.7 — Pendule pesant.

Exemple Le pendule de I'exemple est un corps rigide et donc le nombre de coor-
données est de six (06) : z¢, yo et zg pour le centre de masse G, 6, ¢ et ® pour les
rotations autour des axes principaux.

Les contraintes sont; zg¢ = 0, ¢ = 0, ® = 0, xg = OG cosf et yo = OG sinf. 05
contraintes.

n=6—5=1ddl Le systeme est a un degré de liberté
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1.1.4 Energies cinétique, potentielle et totale
Energie cinétique

L’énergie cinétique d’un systeme a un degré de liberté est fonction de ¢. Elle s’écrit
sous la forme générale :

1 .
T(q) = 5 ala) ¢
ou a(q) est une fonction de la coordonnée généralisée g représentant le coefficient

d’inertie.

Energie Potentielle

Lorsque les amplitudes par rapport a la position d’équilibre sont faibles, il est toujours
possible, de développer 1’énergie potentielle U(q) en série de Taylor au voisinage de la
position d’équilibre ¢ = 0. En négligeant les puissances de ¢ d’ordre supérieur a deux,

on obtient : U PU
_ 2
U(q) —U(O)-l—d—q ’q:() q+d—q2 ’qzo qQ + ...
< . U d*U
g = 0 correspond a un minimum de U(q) pour lequel o lq=0= 0 et i lg=0> 0

(condition d’oscillation ou condition d’équilibre stable). Prenant l'origine de 1’énergie
potentielle a cette position d’équilibre (U(0) = 0), I’énergie potentielle U(q) peut
s’écrire sous la forme quadratique :

d*U

Ol\l bo == d_q2 |q=0-

Energie Totale
L’énergie totale st tout simplement la somme des énergies cinétique et potentielle.

E=T+U

1.2 Etat d’équilibre

L’état ou la position d’équilibre d’'un systeme mécanique oscillant correspond aux
extremums de 'énergie potentielle. La condition d’équilibre s’écrit alors :

dU

dq ’qZQO: 0
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On distingue deux type de position d’équilibre, la premiere correspond au minimum
et la deuxieme au maximum de 1’énergie potentielle.

FIGURE 1.8 — Etat d’équilibre stable vs Etat d’équilibre instable

1.2.1 Etat d’équilibre stable

Il correspond au minimum de I'énergie potentielle qui se traduit par;

d*U

A lg=go> 0

Le systeme, une fois écarté de sa position d’équilibre, il y retourne

1.2.2 Etat d’équilibre instable

Il correspond au maximum de 1’énergie potentielle qui se traduit par;
d*U

Az lg=qo< 0

Le systeme, une fois écarté de sa position d’équilibre, il ne la regagne pas
1.2.3 Exemple

U= —mgh=—mg(l —1 cos0)
dU

0 lg—o= —mglsinf =0 = sinf =0

Les positons d’équilibres sont donc :

=0 et 6=0
d*U
g 1=

d*U
Tz lg—r= —mgl cos O |g—r= mgl < 0 = 0 = 7 correspond a 1’équilibre stable.

—mgl cos @ |g—o= —mgl < 0 = 0 = 0 correspond a ’équilibre instable.
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FIGURE 1.9 — Etat d’équilibre

1.3 Méthodes d’étude des oscillations

1.3.1 Méthode de Newton

La méthode de Newton consiste en 'utilisation du Principe Fondamental de la
Dynamique (PFD) :

—

. d B
Z F= d_ltj connu sous la forme Z ' = mad pour les mouvements de translation

Ou du théoréeme du moment cinétique :

- dLo
Z Mo(F) = —qu1 est une conséquence du PFD pour les mouvements de rotation

1.3.2 Théoreme de ’énergie mécanique

La variation de I’énergie mécanique d’un systeme entre deux points A et B est
égale a la somme des travaux des forces non conservatives appliquées au systeme
entre ces deux points.

=Y Was (FXF)

Si le systeme est conservatif, ne subissant aucune force non conservative. L’appli-
cation du théoreme de I'énergie mécanique donne :

AE,, =0

L6 . , . m , .
énergie mécanique se conserve au cours du temps, donnant ek 0, équation

de la conservation de I'énergie.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OSCILLATIONS

1.3.3 Formalisme de Lagrange

L’équation de Lagrange ou Formalisme de Lagrange pour les systemes conservatifs

s’écrit :
d(ocy_or
dt \ 0q oq

Avec L =T — U le Lagrangien du systeme. Dans le cas des systemes non conser-
vatifs subissant des forces de frottement, L’équation de Lagrange devient :

d (0L 0L _ f

dt \ 0q oq 71
Si la force de frottement est de type visqueux dépendant de la vitesse f, = =3¢ =
—%—?, I’équation de Lagrange devient :

4 (oLy oL _ 0D
dt \ 04 dg 04
D est la Fonction dissipation.

Dans le cas d’'un systeme subissant une force extérieure F,, (systeme forcé) en
plus de la force de frottement 1’équation de Lagrange peut s’écrire sous la forme

suivante :
d (85) oL 0D B

4 (oL Ok 0P L
i\95) ¢ T g

e?q
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20CHAPITRE 2. OSCILLATIONS HARMONIQUES LIBRES : SYSTEMES A UN (01) DEGRE DE
2.1 Définitions et propriétés

2.1.1 Oscillation libre

Si un systeme, abandonné a lui-méme autour d’une position d’équilibre, évolue

ensuite de part et d’autre, on parle d’oscillateur libre. Un tel mouvement peut

avoir lieu :

— Soit en imposant une action a un instant donné, comme écarter le systeme de
sa position de repos (équilibre).

— Soit en lui imposant une impulsion initiale

L’excitation appliquée au systeme est tres breve, elle disparait des que le systeme

oscille. Cette excitation est produite par les conditions initiales imposées au

systéme (position et vitesse initiales). Les oscillations sont dites libres et ’énergie

totale du systeme se conserve au cours du temps, le systeme ne dissipe pas

d’énergie.

2.1.2 Formalisme de Lagrange pour les systéemes conser-
vatifs

L’équation de Lagrange ou Formalisme de Lagrange pour un systéeme a un degré

de liberté s’écrit :
d(ory _or_,
dt (0Q> dg 1
F, est la force généralisée conjuguée de g, ou g-composante de la force F' et T'
I’énergie cinétique du systeme.
Dans les systemes conservatifs, la force appliquée au systeme dérive d’un potentiel

U et elle s’écrit : oU7
F =

q _a_q
L’équation de Lagrange devient alors :
d (ory or  ou
dt \ 0q dqg  Oq
Généralement 1’énergie potentielle U ne dépend pas de la vitesse, c¢’est-a-dire que
ou
50 = 0. L’équation de Lagrange peut alors s’écrire :
q
d T —-U) B T —-U)
dt aq dq

On introduit la fonction de Lagrange (ou le Lagrangien) du systeme L :

L=T-U

=0
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D’ou la forme de I’équation de Lagrange dans le cas d’un systeme conservatif :
d (0L 0L 0
dt \ 0q dq

2.1.3 Equation de mouvement

I'équation différentielle du mouvement d’un systéeme oscillant a un (01) degré de
liberté de coordonnée généralisée ¢ (variable dynamique) s’écrit :

G+wig=0
Cette équation peut étre déterminée en utilisant le formalisme de Lagrange et elle
est dite linéaire si la grandeur ¢(t) est linéaire.
Energie Cinétique

Dans le cas d’un systeme a un degré de liberté, dont la position est repérée par
la coordonnée généralisée ¢. L’énergie cinétique en fonction de q et ¢ peut s’écrire
sous la forme :

1
T:Eaf

Ou a est un coefficient d’inertie.

Energie potentielle

Lorsque les amplitudes par rapport a la position d’équilibre sont faibles, il est
toujours possible, d’écrire I’énergie potentielle U(q) sous la forme quadratique :

Lagrangien du systeme et équations de mouvement

Le Lagrangien du systéeme a un degrés de liberté s’écrit alors :

1 1
— T _ — 2 b 2
L U 504 —5ba
Pour obtenir I'équation différentielle du mouvement, on utilise le formalisme de
Lagrange
A (9L 0L _
dt \ 0q dq
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oL _
g = —ba
Ce qui donne
ag+bqg=0
ou encore ;
¢+-q=0
a
Qui s’écrit sous la forme générale
G+wiq=0

ol Wi = 2 la pulsation propre du systeme.
Pour obtenir I'équation horaire du mouvement, on doit résoudre 1’équation
différentielle du mouvement
G+wiq=0
La solution ¢(t) de I’équation différentielle donne I’équation horaire du mouvement.
On rappelle que le discriminant de 'équation caractéristique r? 4+ w2 = 0 associé
a I’équation différentielle s’écrit :
A=b —4dac=—-4ac<0
Cette résolution montre que ¢(t) s’écrit sous I'une des trois formes équivalentes
suivantes :
q(t) = A cos wot+ B sin wyt

q(t) = gm cos(wot + )

q(t) = gm sin(wot +¢)
q(t) dépend de deux constantes (A, B), (¢m, ) ou (¢n, ). Il faut se donner deux

relations pour les déterminer. Ces deux relations décrivent physiquement 1’état
initial du systeme, elles sont appelées conditions initiales. Elles s’écrivent a ¢ =0 :

qt=0)=q et ¢t=0)=qo
La réponse est harmonique ¢(t) = g, cos(wot + ¢) .

avec ¢,, 'amplitude, la phase initiale et w? = % la pulsation propre.

Exemple

Réponse d’un oscillateur harmonique de pulsation wg avec les conditions initiales
q(t =0)=qo > 0et ¢(t) = 0.

On montre que ¢, = qo et p = 0 et donc ¢(t) s’écrit :

q(t) = qo cos wo't
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2.2. EXEMPLES D’APPLICATION

Go 1. P
/ Mop O
\ f-l.i;h-aﬁ ,

= o

.1 — Réponse d’un oscillateur harmonique.

FIGURE 2

Relation entre les constantes

En développant cos(wot + @) = cos wyt cos ¢ — sin wyt sin ¢ et en identifiant
terme & terme les deux premieres expressions de la solution ¢(t)

q(t) = A cos wot+ Bsin wot et q(t) = gm cos(wot + ¢)

on obtient les relations
A=¢qncosp et B=—q,sinyp
On en déduit :
qm =V A? + B?
T
—p4 =
V=0 5

Autre relation :

2.2 Exemples d’application

2.2.1 Pendule élastique

i

L]
ressort

FIGURE 22" Pendule élastiqge. *
Le pendule élastique se compose d'une masse m accrochée a un
généralement de masse négligeable et de constante de raideur k.
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FiGuRrE 2.3/ Pendule simple.

e d le simple

Ee pendulP 81%1p e se compose d’une masse m accrochée a un fil inextensible de
masse négligeable et de longueur [ ou a une tige rigide de masse négligeable et de
longueur [.

2.2.3 Pendule de torsion

Lari
Fil en acier

o

- —a
K@V{Wj
FIGURE 2.4—Pendule de torsion
Le pendule de torsion se compose d'un disque de masse m (ou d’une tige masse
m ) soudé en son centre a un fil de torsion de masse négligeable et de constante
de torsion C' (notée parfois D ou méme k). L’autre extrémité du fil est fixe.

2.2.4 Oscillateur électrique libre

L
fntANA
< v
L
C
v
| |

FIGURE 2.5 — Okclllateur électrique libre

Un circuit LC' est un circuit RLC sans résistance. Ce circuit est dit idéal, puisqu’il
ne peut étre réalisé. Il contient une bobine L et un condensateur C' initialement
chargé. Il peut étre utilisé entre autres comme un résonateur électrique.
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2.2.5 Oscillateur acoustique (résonateur d’Helmholtz)

/

—_— —

section S

Fr

k

i—f-,g,'\;‘,qgﬁ— m
FIGURE 2.6 — Résohateut d’Helmholtz

En acoustique, les cavités résonantes possedent une fréquence caractéristique qui
est déterminée par leur forme géométrique. La résonance de Helmholtz est utilisée
par exemple dans une guitare, ou elle forme le mode le plus grave de sa caisse.
La cavité de résonance est excitée pour produire des vibrations a sa fréquence de
résonance (par un bruit de fond ou a I’aide d’un signal excitateur).

2.3 Bilan énergétique

L’énergie totale ou énergie mécanique, notée £, de l'oscillateur harmonique de
type mécanique, est égale a la somme des énergies cinétique et potentielle, notées
respectivement 1" et U ;

E=T+U

On peut vérifier que I'énergie mécanique reste constante £ = C* puisque les forces
qui travaillent sont conservatives.

Prenons le cas, par exemple, du pendule élastique (masse+ressort) :

U= %/{: 22 est énergie potentielle associée & la force de rappel du ressort.

T = %mx’Q est I'énergie cinétique associée a la masse.
(I'origine des énergies potentielles est choisie ici en z = 0)
Comme & = x,, cos(wot + @) et & = — wy Ty sin(wp t + ), on en déduit

1 1
= §mw§xfnsir12(w0t + )+ §kxfn0082(u)0t+ ©)

avec wi = .
. m
Finalement,

1 1
&= émng?n =C* ouencore &= ikxfn
L’énergie mécanique du systeme est égale a une constante dont la valeur est
déterminée par les conditions initiales. Cette propriété est générale; quel que
soit le type de systeme, I'énergie totale d’un systeme se comportant comme un

oscillateur harmonique libre se conserve au cours des oscillations.

— Cst
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2.3.1 Variation temporelle de T(t) et de U(t)

Les énergies cinétique et potentielle varient en fonction du temps, leur somme
restant constante. Il y a, a tout instant, transformation d’énergie d’un type a

lautre. T et U sont des fonctions sinusoidales de période % et de valeur moyenne
£

5 -

o j

Ficure 27~ Variation temporelle de T(t) et de U(t)

2.3.2 Variation spatiale de U(x)

T et U, définies par les expressions précédentes, ont des valeurs positives ou nulles ;
I’énergie mécanique est fixée a la valeur £ déterminée par les conditions initiales.
Le graphe montre que —z,, < r < x,,, les oscillations de m sont limitées a ce
domaine.

1
h 7 _ T2
U==k
zx

| 1
FIGURE 2.8~ Variatgpn spatialg de <)



Chapitre 3

Oscillations harmoniques libres
amorties : Systemes a un (01)
degré de liberté

Sommaire

3.1 Définitions et propriétés . .. ... ... ... ..... 28
3.1.1 Oscillation libre amortie . . . . . .. .. ... ... ... 28

3.1.2 Formalisme de Lagrange pour les systemes non conser-
vatifs . ... 29
3.1.3 Equation différentielle du mouvement . . . . .. .. .. 29
3.14 Equation horaire du mouvement . . ... ... ... .. 31
3.2 Grandeurs caractéristiques . . . . . .. ... 00, 35
3.2.1 Pseudo-période Ty, . . . . . . . . . .. ... ... ... 35
3.2.2  Décrément logarithmique d . . . . ... ... ... ... 35
3.2.3 Facteurdequalité @ . . ... ... ... .. .. ..... 36
3.3 Oscillateur électrique : circuit (R,L,C) série . .. .. 36
3.3.1 Mise en équation du systeme . . . . .. ... ... ... 37
3.3.2 Analogie électromécanique . . . . . . .. ... ... ... 38
3.4 Bilan énergétique . . ... ... ... 000, 38
3.4.1 Variation de I’énergie totale . . . . . .. ... ... ... 39
3.4.2 Energie dissipée durant une pseudo-période . . . . . . . 40

27
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3.1 Définitions et propriétés

3.1.1 Oscillation libre amortie

La réalité physique nous impose de tenir compte des forces de frottements qui sont
généralement présentes. Ces forces sont a 'origine de la perte d’énergie mécanique.
Les amplitudes des oscillations ou des vibrations libres décroissent au cours du
temps, en présence des frottements, pour devenir insignifiantes : on parle alors de
vibrations libres amorties (oscillations libres amorties). Cet amortissement peut
étre de nature visqueuse ou solide.

Dans le cas de frottement de type visqueux, la viscosité d'un fluide impose une
résistance au mouvement dun oscillateur et cet effet de frottement peut étre
modéliser par un amortisseur.

“3 ? | BTN NN AT NN
Op-===- }
i ik
£a L- -
IS . .
:_ m X -'- e
) 3 I
| AR A
n“] — WSy
I

— e

F1GURE 3.1 — Modélisation de l'effet de 'amortissement par un amortisseur.
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3.1.2 Formalisme de Lagrange pour les systémes non
conservatifs

L’équation de Lagrange ou Formalisme de Lagrange pour un systeéme conservatif
ou pour un oscillateur harmonique libre a un degré de liberté s’écrit :

d (0L oc 0

dt \ 9¢ oq
Pour les systemes non conservatifs, la force de frottement appliquée au systeme
s’ajoute au formalisme de Lagrange :

d (0L oc f

dt \ 0q ag 1
Dans le cas d'une force de type visqueux proportionnelle a la vitesse f, = =3¢,
I’équation de Lagrange s’écrit :

d (0L oL .
(5 ) -2 =-84
dt \ 0q dq

et comme, par définition, la fonction de dissipation de Rayleigh D est égale a la
moitié¢ de la puissance dissipée Pgissipée

! 0Q _

D = épdissipée avec Pdissipée = ot - 5 q2 et Q : chaleur dgage
1 oD
S D=8 et f,=-22 =—fg
SR et g 4 Bq

D’ou la forme de ’équation de Lagrange des systemes non conservatifs :
d (0L oL 0D
dt \ ¢ dg 04

ou encore

d(@ﬁ) oL 9D _

ai\og) "0t aq

3.1.3 Equation différentielle du mouvement

'équation différentielle du mouvement d’un oscillateur libre amorti & un (01) degré
de liberté de coordonnée généralisée ¢ (variable dynamique) s’écrit :

G+2N4+wiqg=0
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Ot wy est la pulsation propre du systeme et A le coefficient (facteur) d’amortisse-
ment. Cette équation peut étre déterminée en utilisant le formalisme de Lagrange
pour les systémes non conservatifs (systémes amortis)
Prenons le cas général d’un oscillateur a faibles amplitudes de Lagrangien £ =
sa¢® — 3 bq? et de fonction de dissipation D = 3¢ :

a0y oc v,

a\aq) "9 T g

oL ) d (0L . oL 0D .
aq | %(%)Zaq | 8_q:_bq | G_QZBQ

Ce qui donne
ag+bq+pB¢=0

ou encore

b
i+ 2q+ =0
a a

Qui s’écrit sous la forme générale
G+2NG+wiq=0
ol wi = g est la pulsation propre du systeme et A = % le coefficient (facteur)

d’amortissement.

Exemple

L

g
y (e §—E

FIGURE 3.2 — Pendule élastique Vs Pendule simple.

_ Lo L _ Lo L g 1 2 1 72
E—zmx Qkx et D—Qﬁx E—le@ 2mgl9 et D—Qﬁ(w)
P42 E+wiz=0 0+2X0+wi0=0
2_ K _h 2_ 9 _ B
wo—met)\—2 wo—let)\—Q
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3.1.4 Equation horaire du mouvement

Pour obtenir I’équation horaire du mouvement, on doit résoudre l’équation
différentielle du mouvement

G+2X4+wiqg=0

La solution ¢(t) de I’équation différentielle donne I’équation horaire du mouvement.
On propose des solutions de type

gty =¢€" | q@t)=ret | Gt)=r*et
La substitution dans I’équation différentielle donne :
rt (.2 2\
et (rr+2Ar+wy) =0

= r2+2)\r+w§:0

Le discriminant réduit A’ associé a 1’équation caractéristique s’écrit :
A =V?—ac=\—u

Selon le signe de A’ trois cas de figure se présentent :

— AN >0= X —w2>0= )\ >w?; on parle d’amortissement fort

— AN =0= X\ —w2=0= I =w?; on parle d’amortissement critique

— A< 0= X\ —w? < 0= )N <w? on parle d’amortissement faible
L’équation caractéristique possede en général deux racines r1 et ry et donc ¢;(t) =
el et go(t) = €™ sont des solutions de I'équation différentielle. La superposition
des deux solution est aussi une solution et s’écrit alors :

q(t) = Ae™' + Be™?

Régime ou mouvement apériodique; \ > wy

A >0= A —w2>0= A\ >w?; le systeme est fortement amorti.
Les deux racines sont réelles et négatives :

==X+ A2 —w}
= A VAT

La solution générale est alors la somme des deux solutions :

Q(t) = Ae(*)\Jr\/rwg)t + Be(,)\f\/m)t
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ou encore

q(t) = AetAI L Bl qyec a=1/\2 —w?

Ce qui donne

q(t) =e M [Ae* + Be ']
A et B sont des constantes arbitraires a déterminer en utilisant les conditions
initiales ¢(t = 0) = g et 4(t = 0) = qo.
Autre forme de ¢(t) : en rappelant que cosh x =
montre que :

eT _e— 7

et sinh v = “=—, on

efte”*
2
q(t) = e [(A+ B) cosh at + (A — B) sinh at]

g(f)=e"(cosh(f/10)+20sinh(f/10))

q@® ¢(f)=e"(cosh(/10)+10sinh(:/10))
g(f)=€*(cosh(f/10)-10sinh(/10))
1,2
1
0,84
0.6
0,44
0,21

0 I~ 3 —F 5 ¢

-0,21 go=1, g'o=—2

) ) e L T
go=1, q@'o=

FIGURE 3.3 — Régime apériodique pour (03) différentes conditions initiales avec les ca-
ractéristiques : A = 1rad.s™! et wy = 0.99rad.s~! ce qui donne A’ = 0.01 > 0.

L’amortissement est tellement important que la fonction ¢(t) tend exponentielle-
ment vers zéro sans oscillation.

Remarque Le systéeme retrouve sa position d’équilibre sans osciller ; cela veut
dire que le systeme n’est plus un oscillateur.

Régime ou mouvement critique; \ = wy

A =0= N —w?=0= N = w? Laracine est double. Elle est réelle et négative :
r = T9 = -
La solution générale est alors :

qit) = Ae M+ Be M



3.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES 33

Dans ce cas les deux solutions sont linéairement dépendantes et donc nous de-
vons chercher une solution linéairement indépendante de e=**. Ce qui donne une
solution de la forme :

q(t) = e (At + B)

A et B sont des constantes arbitraires a déterminer en utilisant les conditions
initiales ¢(t = 0) = g et ¢(t = 0) = qo.

g(f)y=e"(1+2f)

q(@®) g(H=€"(1+f)

q(t)=e"'(1-f)
1,21
1-
0,84
0,6
0.4
0,21

. 1I~~2 _3—7 5!

-0,21 go=1, gq'o=-2

go=1, g'o=1

FIGURE 3.4 — Régime critique pour (03) différentes conditions initiales avec les ca-
ractéristiques : A = 1rad.s™! et wy = 1rad.s™! ce qui donne A’ = 0.

la fonction ¢(t) tend vers zéro sans oscillation. Le systéme retrouve sa position
d’équilibre au bout d’'un temps fini sans effectuer aucune oscillation.

Remarque Le systeme retrouve sa position d’équilibre plus vite dans le mouve-
ment critique que dans mouvement apériodique.
Régime ou mouvement pseudo-périodique; \ < wy

A <0= NN —w2 <0= ) <w?; lesysteme est faiblement amorti.
Dans ce cas le discriminant est réécrit sous la forme :

I 2 2 _ 2 2\ _ 20 2 2
A= )N —wi=—(wj — ) =i (wy — \%)
Les deux racines sont complexes conjuguées :

= —A+iywi— N\
rg = —X—i\/wi— \?

r=—-A+iw,
Ty = —A— 1w,

ou encore

avec w, = /Wi — A?
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La solution générale est alors la somme des deux solutions :
C_I(t) _ Ae(—/\+i\/w8—>\2)t + Be(—)x—i\/wg—)@)t
ou encore
q(t) _ Ae(—)\—‘riwa)t + Be(—)\—iwa)t

Ce qui donne ' '
Q(t) — e—)\t [Aezwat + Be—zwat]

Le calcul montre que ¢(t) s’écrit sous I'une des trois formes équivalentes suivantes :
q(t) = e [C cos wat + D sin w, t]

q(t) = e g cos(wa t + @)
q(t) = e g sin(wa t + )
q(t) dépend de deux constantes (C, D), (Gm, ) ou (gm, 1) arbitraires & déterminer
en utilisant les conditions initiales ¢(t = 0) = qo et ¢(t = 0) = qo.
g(f)=e"*(cos(2ni)+2sin(2ni))

g g(H=e"(cos(2nt)+ - sin(2nt))

P ) 2
3]s 9071, @'0=AR-1 o (h)et(cos(2nt)-2sin(2ar))

lJ

go=1, g'o=—(47n+1)

a4,
FIGURE 3.5 — Régime pseudo-périodique pour (03) différentes conditions initiales avec les
caractéristiques : A = lrad.s™ et wy = V4712 +1 = 6.361rad.s™' ce qui donne A’ =
—472 <0.

C’est le mouvement pseudo-périodique (périodique amorti, sinusoidal amorti ou
oscillatoire amorti) avec une pulsation w, = y/wg — A2, 'amortissement est assez
faible pour permettre au systeme d’osciller autour de la position d’équilibre. Les
amplitudes de l'oscillateur décroissent jusqu’a tendre vers 0 et 'oscillateur finit
toujours par s’arréter en regagnant sa position d’équilibre.

Remarque La courbe de variation de ¢(t) est comprise entre les deux fonctions
exponentielles ¢,, e et —q,, e=*! (enveloppes exponentielles : voir figure 3.5 traits
bleus discontinus).
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3.2 Grandeurs caractéristiques

3.2.1 Pseudo-période T},
On définit la pseudo-période par :

T _ 2T 2m B 2m 2w 1
Cwa V=N wo/l— 2 WO —
0 0
En rappelant que I'expression de la période propre est T = i—g, T, devient :
1
T,="1T,

>\2
w2
0

T, < Tpy, mais pratiquement la différence entre les deux périodes est généralement
négligeable et elle ne devient mesurable que si A le coefficient d’amortissement
devient de l'ordre de la pulsation propre wy du systeme.

3.2.2 Deécrément logarithmique o

On définit le décrément logarithmique 6 par :

q(tn)

0 =In——"—
nq(tn+Ta)

=\,

ou q(t,) et q(t, + T,) représentent les amplitudes des oscillations aux instants t,
et t, + T, ; généralement ces deux instants sont choisis comme correspondant a
deux extrema successifs de méme signe. Cette quantité mesure la décroissance des

amplitudes.
Démonstration
q(t,) e M gy, cos(wa ty + @) _ AT
q(t, +T,) e MtntTa) g cos(w, (t, + To) + ©)
tn
= In ) = In(e**) = AT,
q(tn +1v)
On en déduit I'expression de § pour N pseudo-période N T,
1 t,
0=—1n altn)

N q(t,+NT,)
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Remarque La pseudo-période T, et le décrément logarithmique § n’ont de sens
que si le régime est pseudo-périodique.

3.2.3 Facteur de qualité @)

On définit le facteur de qualité par ’expression :
_ W
=35

Plus I'amortissement est faible, plus la qualité du systeme est grande. Or est
d’autant plus grand, a wy donnée, que I'amortissement est faible, d’olt le nom de
facteur de qualité.

Il existe également une autre définition de () liées a 1’énergie :

&
@=-2"x%

ou & est I'énergie totale du systeme a Uinstant ¢,,, et AE = E(t, +T,) — E(t,) est
I’énergie dissipée pendant la pseudo-période suivant l'instant £,,.

3.3 Oscillateur électrique : circuit (R, L, () série

] r
A = HR&)
u ) | == [ 4
=
L 14,0)
|
i(f)

FIGURE 3.6 — Circuit RLC série.

Dans ce circuit, appelé aussi circuit oscillateur ou circuit vibrant, nous étudions
la décharge d’un condensateur a travers une bobine et une résistance.

Désignons a un instant ¢ par ¢(t) la charge du condensateur, par i(t) I'intensité
du circuit et par Up(t), Ur(t) et Uc(t) les tensions respectives aux bornes de la
bobine, de la résistance et du condensateur.
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3.3.1 Mise en équation du systeme
Equation en intensité i(t)
UL(t) + Ur(t) = Uc(t)

explicitons les tensions,

di(t) , 1 ,
L——= = ——
=+ Ri(t) C/z(t)dt
dérivons par rapport a t, il vient,
d%i(t) di(t) 1. . 1.
o +R T —Ez(t) ou Lz(t)+Rz(t)+52(t) =0

ou simplement

L

i+ 2Ni+wii=0
Ou2ix==% et wj=15.
L’équation différentielle ci-dessus est du type oscillateur harmonique amorti de

coefficient d’amortissement A\ = % et de pulsation propre wy = @/% .

Equation en charge ¢(t)

D’apres les conventions utilisées sur la figure, on établit facilement a partir de
I’équation différentielle précédente ’équation satisfaite par la charge instantanée

du condensateur : di(t) .
i , .

En remplacant () et q(t) par i(t) = dzl—(tt) et q(t) = [ i(t) dt on obtient :
d%q(t) dq(t) 1 1

o +R7:—6q(t) ou Lq(t)—i—Rq(t)—i—Eq(t):O

ou simplement

L

G+2NG+wiqg=0
Equation en tension au borne du condensateur Uc(t)

Sachant que Uc(t) = %f), on déduit de I’équation relative a la charge, I’équation

satisfaite par la tension instantanée aux bornes du condensateur :

C (L Uc(t) + RUc(t) + % Uc(t)> =0

ou simplement ) _
Uc+2AUc+wiUc =0
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3.3.2 Analogie électromécanique

Systéme mécanique Circuit électrique
Rotation Translation analogie m /L (masse/inductance)
angle 6 déplacement x charge q
vitesse 6 T ¢ ou courant 1
moment d’inertie masse m inductance L
1
constante de torsion C  constante de raideur k C
coefficient de frottement 3 résistance R
Energie cinétique T
5 16° 3 mi? 5 Li?
Energie potentielle U
T 552 T7..2 T 2
Fonction de dissipation D
3 Bv% (v =longueur x § ou v=i) 5 Ri?

Tableau de correspondance

3.4 Bilan énergétique

Les systemes physiques réelles, quel que soient leur types (mécanique, électrique
ou autre), sont des systemes dissipatifs ou amortis. L’énergie totale n’est pas
conservée et décroit au cours du temps, ainsi l'énergie est perdue par des
phénomenes de dissipation (amortissement, frottement, effet Joule...). Le travail
des forces d’amortissement est a l'origine de cette dissipation.

aj+bg=—p5q
multiplions les deux membres par ¢
Glag+bq) =q(=Fq)
agg+bgqg=—p5qq
multiplions les deux membres par dt

.dg dq :
dt(aq%er%q) = — B¢ dt

agdj+bgdg=—pB¢*dt
1

1
d=ad®+=bg®) = —B¢dt
(2aq +3 q-) B4
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d(T+U)=—pB¢dt
d€ =—F¢*dt ouencore d€=—pv*dt

En principe la diminution de 1'énergie totale — Bv2dt correspond au travail des
force d’amortissement.

vérification
Calculons le travail élémentaire dW effectué par la force de frottement f pendant
un déplacement élémentaire dz :

dt

dW:fdx:/B:tdwzﬁx'd:p%:

6iill—fdt:5x'x'dt:6x'2dt:ﬂv2dt

3.4.1 Variation de I’énergie totale

Prenons I'exemple du systeme masse-ressort faiblement amorti :

1 1
&= 3 mi? + 3 k 2*
z(t) = Ae ™ cos(w,t + )
i(t) = —AXe M cos(wat + @) — Awg e sin(w, t + @)
= —Ae M cos(wat + ) + w,sin(w, t + )]

=AM Fwe M [\/)\;\Jr_wg cos(wat+@)+¢m—ﬁsin(w&t+w)

Sachant que w, = wi —A? = w? = w2 — X\ = w2 = w2+ \? ou encore
wo = /w2 4+ A2, nous pouvons écrire :
A

cos Y =
\ A2+w?
siny = ——=2=

Vel

ce qui donne :
i(t) = —Awye ™ [costh cos(wat + @) — sine sin(w, t + ¢)]

ou encore
@(t) = —Awye ™ cos(wat + @ + 1)

L’énergie totale s’écrit alors :

E=1imA2WR e M cos?(wet + ¢+ 1) + Lk A2 e M cos?(wa t + @)
=3 kA e 2 M [cos? (wot + @ + 1) 4 cos* (wy t + ¢)]

Ce qui donne :

1
E==Ee M [cos®(wet + o+ 1) +cos*(wa t + )] avec & = 5 k A
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Energie totale moyenne

17 1
<6>_T/0 €dt:§mw§Aze’2“:&]e’2“

E=Lkz? + Imo?

t
FIGURE 3.7 — Variation de I’énergie totale (mécanique) d’un oscillateur harmonique amorti.

3.4.2 Energie dissipée durant une pseudo-période

L’énergie dissipée entre deux instants t,, et t,,+7, (deux extrema successifs ; vitesse
nulle = T = 0) s’écrit :

AS—EQN@U—&%)_;kﬁ@ﬁﬂw—%kﬁ@@—

kﬁwﬂf@iﬁQ—q

1
2 x2(t,)

Ce qui donne :

AE=E(t,) [0 1]

t t

_alt) d’ot1 €9 = _alt) .

q(tn + 1o q(tn + 1o

A€ est négatif : I'énergie du systéme décroit en fonction du temps. | AE |
représente 1’énergie dissipée par l'oscillateur au cours d’'une pseudo-période.

On en déduit finalement le rapport :

AE
E(tn)

En rappelant que § = In

26—25_1

Ce rapport (sans dimension) représente 1'énergie relative dissipée par l'oscillateur
au cours d’une pseudo-période. Il est constant.
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4.1 Définitions et propriétés

4.1.1 Oscillation forcée

Un oscillateur abandonné a lui-méme finit par s’arréter en perdant toute son
énergie rapidement ou lentement. La solution pour maintenir les oscillations est
de fournir régulierement de I'énergie pour compenser celle dissipée par frottement.
Il faut donc forcer le systeme a osciller

Lorsque le systeme, oscillateur harmonique ou oscillateur harmonique amorti, est
soumis a une excitation permanente produite par un dispositif extérieur. Les os-
cillations sont dites forcées.

L’excitation peut étre de différentes formes. Les principales formes d’excitation
sont représentées dans la figure ci-dessous.

he), he),

} Harmonique b Echelon

N AN o
(VARVAR

 Signal carré ... en dent de scie

: /N, ol1]

FIGURE 4.1 — Principales formes d’excitation.

\ (r)4 Dirac

»

Pour forcer un oscillateur, nous distinguons deux types d’excitation : excitation en
force en imposant une force extérieure et excitation en déplacement en imposant
un mouvement. La figure 4.2 montre différents types de forcage.
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\
\

:
R

ﬁ/% Ut cos(!'t)

FIGURE 4.2 — Premiere ligne : excitation en force / Deuxieme ligne : excitation en
déplacement.

4.1.2 Equation différentielle du mouvement

L’équation différentielle du mouvement d’un oscillateur amorti forcé a (01) degré
de liberté de coordonnée généralisée ¢ (variable dynamique) s’écrit :

aq—"ﬁq._’_bq:Fq,ext

Ou encore
. 5 . b . Fq,ext
¢+ A ¢+ a 1= a
Ce qui donne

G+2XNg+wiqg= At

F,
Ou\ = ﬁ = g et A(t) = —gent
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4.2 Reésolution de I’équation différentielle

L’équation différentielle du mouvement oscillatoire forcé G + 2\ ¢ + wi g = A(t)
est une équation du second ordre a coefficients constants avec second membre.
La solution ¢(t) de cette équation différentielle s’écrit :

qn(t) : solution homogene de I’équation sans second membre.

q(t) = an(t)+g(t) ou ¢p(t) : solution particuliere de I’équation avec second membre.

Remarque

— qn(t) finit par tendre vers 0 selon les trois cas vus en mouvement amorti.
— gp(t) représente le régime permanent.

Selon les cas de la solution g(t), la solution ¢(t) s’écrit :

— A’ > 0 amortissement fort :

q(t) =e M[Ae" + Be '] +q,(t)
— A’ = 0 amortissement critique :
q(t) = e (At + B) + g,(t)
— A’ < 0amortissement faible :

q(t) = e A cos(wat + @) + q,(t)

Remarque L’intervalle de temps, dans lequel la solution g, (t) de ’équation sans
second membre est non nulle, est appelé régime transitoire.

4.2.1 Cas d’une excitation (force) constante

Prenons I'exemple du systeme masse-ressort-amortisseur forcé.
La force F' est constante quelque soit ¢t et 2(0) = 0, ©(0) = 0. Le déplacement est

du a la force F.
. : ” : 5 F
mi+pi+kr=F = I+2\i+wjr=—
m
x(t) = xp(t) + xp(t), xp(t) a la méme forme que le second membre.
z,=Cst = 2,=0ecti,=0

. 2 _ . _
Cequldonnewoxp—m = Tp=——7 =



4.2. RESOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE

FIGURE 4.3 — Systeme masse-ressoft- %r forcé : Cas d’une force constante.

— a. A < wy amortissement faible :

z(t) = e M A cos(wa t — ) + x,(t) avec x, =

| =

A _
Pour z(0) = #(0) = 0 : tanp = — et A = . _ —zp0/ 1+ tan® ¢

Wq cos

—ajm/l—i-j)—z

= z(t) = x,(t) [1 —/1+ i—z e cos(wat — gp)]

. F ; ey
La masse m oscille autour de x, = m avant de s'immobiliser a x = z, =

— b. A = wy amortissement critique :

F
x(t) = e (At + B) + x,(t) avec z, = =

Pour z(0) =2(0) =0: A= —-Az, et B=—x,
= z(t) =z,(t) [1— 1+ It)e ]

La masse m n’oscille pas et finit par s'immobiliser & z = z, = —

— €. A > wp amortissement fort :

F
z(t) =e M [Ae* + Be '] + 1,(t) avec z, = =

T A T A
P N=z0=0:A=22(1-)et B="2(14+ =
our z(0) = i(0) o (1——)e 5 (1+2)

= (t) = 2,(t) |1 — e (coshat + A sinh « t)
a

F
k

F
k
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F

La masse m n’oscille pas et finit par s'immobiliser & z = z, = —

La figure 4.4 représente la réponse du systeme masse-ressort faiblement amorti et
forcé avec une force constante

xym)
[ ]
0,154
N IVANEDIR
i)
0,05
-r"""h["}
0 P : >
- 15 20 o)
L g
0. régune > régune
transitoure permanent
_0‘1_

FIGURE 4.4 — Réponse du systeme masse-ressort-amortisseur forcé : Cas d’une force
constante.

4.2.2 Cas d’une excitation (force) sinusoidale

F(t) = Fy cosQt (certains ouvrages utilise w au lieu de Q) et f = — @
Continuons avec I'exemple du systéeme masse-ressort-amortisseur forcé. L’équation
différentielle s’écrit dans ce cas :

F
mi+ [+ kx=FycosQdt = i}+2)\j:+w§x:—0 cos 2t
m

La solution s’écrit alors :
z(t) = zp(t) + z,(1)

xp(t) est connue pour les trois cas de A par rapport a wy ; elle tend vers zéro et sa

présence avec z,(t) marque le régime transitoire.

— Quand on excite le systeme a une pulsation 2 # wq : La réponse du systeme
(x(t) et ©(t)) aura lieu a la pulsation €.

— Si on arréte lexcitation extérieure, le systeme retrouve le régime amortie.

— Une fois tous les effets transitoires disparaissent, le systeme entre en régime
permanent z(t) = z,(t). Nous pouvons supposé une solution particuliere sous
la forme :

x(t) = Acos(Qt +¢) i(t)=—-AQsin(Qt+¢) i(t) = —-A0 cos(Qt + @)
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Si on ne considere que le régime permanent, 1’équation différentielle s’écrit :

—AQ? cos(Qt+ @) —2XAQ sin(Qt + ¢) +wi A cos(Qt + ¢) = el cos Q¢
2 2 . FO
= (—AQ*+ Aw]) cos(Qt+¢) —2XNAQ sin(Qt + ¢) = p cos Ut

= A [(wg — Q%) (cos Qt cos ¢ —sin Q¢ sin ) — (2AQ)(sin Q¢ cos ¢ + cos Q¢ sin @)]

F,
20 cos Ot
m

= A{[(wg — Q%) cosg — (2AQ) sing] cos Ut — [(wg — Q%) sing + (2AQ) sin¢] sinQ¢}

F
— 29 cos Ot
m

Par identification :

A [(wE—92%) cosp— (21Q) sing| = % (1)
—A [(wi — Q%) sing+ (2XQ) sing] =0 (2)
de (2)

—22Q

= tan ¢(Q) = m

de (1)

Deuxiéme méthode En utilisant la notation complexe la force F(t) et la solu-
tion z(t) peuvent s’écrire comme :

F(t):Focoth:%{F(t)} avec F = Fye't
et

z(t) = A cos(Qt+p) = R{E(t)} avec Z(t) = A’ @) = A2 on A= Ae'?
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Les dérivées premiere et deuxieme de Z(t) donnent :
(t) = AiQe? et F(t) = —AQ%e
L’équation différentielle devient (régime permanent) :
A (2 +20iQ 4 wd) = %emt

Ce qui donne :

Fy
- m
(W —22) +i2A0
ou encore
Fy
A i m
C T W) ti2a0
L 7y | 2 _
de la forme générale Z; = A alors | Z; |= A et arg 7, = arg Zy — arg Z3. Ce
3 3
qui donne :
Fo
A(Q2) = =
Vs — 22?2+ (22 Q)?
“ 200
t [0)
an ¢( ) wg _ QQ

La réponse en régime permanent est harmonique (ou sinusoidale), elle s’écrit alors :
z(t) = z,(t) = A(Q) cos(Qt + ()

La figure 4.5 représente la réponse en régime permanent de 1’oscillateur pour une

pulsation excitatrice {2 donnée (fixe).
La figure 4.6 représente deux exemples de réponses a des excitations en force har-

monique pour une pulsation excitatrice {2 donnée (fixe). Le premier est fortement
amorti et le second est faiblement amorti.
— A gauche A’ >0 : wy=1rads ', =5rad™!

z(t) =e M[Ae* + Be '] + A(Q) cos(Qt + ¢(Q))
— A droite A’ <0 : wy=1rads A\ =0.01rad™"

z(t) = e M A cos(wat — @) + A(Q) cos(Qt + ¢(2))

Commentaires concernant le cas de I’excitation harmonique
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[

x(f) x(0)

-5
FIGURE 4.5 — Réponse en régime permanent : Cas d'une force sinusoidale.

e Xglt) + X ()
)

49

Xg0) + 5,0 {
0 & b

¢ regme . régme __
trau%lltore p%ﬂﬂ

e || régime

i
-

¥

FIGURE 4.6 — Exemples de réponses a des excitations en force harmonique.

NNt

regime
fransitoire pgn%eut

— En régime transitoire forcé : les oscillations, de forme compliquée, sont amor-

ties, z(t) décroit en fonction du temps.

— En régime permanent : tout se passe comme si les oscillations n’étaient plus
amorties, elles sont sinusoidales pures d’amplitude constante A({2) et de pul-

sation 2

x(t) = A(Q) cos(Qt + ()

La réponse de 'oscillateur forcé amorti est alors équivalente a celle d’un oscillateur

harmonique de pulsation propre égale a la pulsation de 'excitation €2

L’excitateur fournit a l'oscillateur, a chaque période, une quantité d’énergie qui

compense exactement ’énergie dissipée par celui-ci
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4.3 Phénomene de résonance

4.3.1 Etude de ’amplitude A en fonction de la pulsation
Q

3

est positive, elle est définie dans

La fonction A(2) = V(w2 =022+ (22Q)2

I'intervalle [0, +o00[ et tend vers 0 par valeur positive lorsque 2 — +oo.

A(Q)

d
Elle présente un extrémum pour les valeurs de 2 satisfaisant a 1’équation TR
D(Q)

Calculons cette dérivée, il vient :

dD(2
% =2(wi =) (=2 +22AD2A =4Q(Q* wi +2X1?) =0
La fonction présente donc des extrema pour € = 0 et pour (22~ w2 +2 A\?) soit pour

Q = /w3 — 2 2. Remarquons que cette valeur, appelée pulsation de résonance et

0 ou simplement =0, ot D(Q2) est la quantité sous le radical.

W
notée ., est définie si w2 — 2A? > 0, soit si A < 7%.

L’étude complete de la fonction montre qu’il existe :

. W .
— si A > \/—% : un maximum pour §2 = 0,
. ) .
— si A= E : un maximum pour {2 = 0,
W,

. 0 . ..
— sl A < 7 : un maximum pour §2 = €2, et un minimum pour 2 = 0, dans

ce dernier cas la fonction présente un pic de résonance pour la pulsation de

résonance
_ 2
Q, = /ws — 22

Le calcul des amplitudes pour €2 = 0 et {2 = (), conduit aux résultats :

] £y
A0) =2 et A(Q,) = —4—2—
(0) 2 (@) =3 e
La figure 4.7 représente les graphes de la fonctions A(£2) correspondant a un os-
cillateur de pulsation propre wy = 1rad s~! pour des coefficients d’amortissement

décroissant de 5 & 0.01rad s—'.

w
Remarque : Pour les valeurs de A satisfaisant a la condition \ < —02, le pic de
résonance est d’autant plus marqué que la valeur de A est petite et on remarque
que la valeur de 2, augmente lorsque la valeur de A diminue. Lorsque A = 0; A(Q)
devient infinie autour de wy.
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AQ) iy
A(2,)+
A=71(Q)
®g =1 rad.s™!
A enrad.s!

A(0) -

0 Q;. @y .
FIGURE 4.7 — Variation de l’amp‘}ﬁﬁﬁze5 A en fonction de la pulsation €.

Facteur de résonance R

Il est défini par le rapport des amplitudes a la résonance et a la pulsation nulle,

soit
A0) 2 /w2 —2N2
Exprimé en fonction du facteur de qualité @ = 5%, R s’écrit :

1
R=Q—
Ji-

Le phénomene de résonance est d’autant plus marqué que le facteur de qualité @)
est plus grand.
Dans le cas de 'amortissement tres faible A < wy :

Fo
QT ~ Wy = A(Qr)

= —™— on en déduit :
2 )\WD

R soit finalement :R = ()

C2N
Lorsque 'amortissement est tres faible, la pulsation de résonance et le facteur

de résonance sont tres peu différents respectivement de la pulsation propre et du
facteur de qualité de 'oscillateur.

4.3.2 Etude de la phase ¢ en fonction de la pulsation (2

L’expression du déphasage de la réponse de I'oscillateur par rapport a ’excitation :

270 —2)0

———— ouencore @) = arctan ———
wi — 0?2 o) wZ — (2

tan ¢(Q2) =
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montre que 'oscillateur est toujours en retard de phase par rapport a ’excitation

et ce retard augmente lorsque la pulsation excitatrice augmente :

— L’oscillateur et I'excitateur sont en phase pour 2 = 0 et en opposition de phase
pour 2 = €.

— Loscillateur est en quadrature retard (¢ = —7) par rapport a I'excitateur a la
résonance.

La figure 4.8 représente les graphes de la fonction ¢(2) correspondant & un os-

cillateur de pulsation propre wy = 1rad s~ pour des coefficients d’amortissement

décroissant de 5 & 0.0l rad s—'.

@ =1

wy = Irad.s™

A= Srad.s™!

A=2rads™!

A=1A2rad.s™!

T

=001 1‘ald.s—' A=03rads

_ﬁ 4 1
FIGURE 4.8 — Variation de la phase ¢ en fonction de la pulsation €2.

Plus le coefficient d’amortissement est faible, plus la rotation de phase autour de
Q). est marquée, c’est-a-dire la valeur de ¢ varie rapidement de 0 a —7 lorsque
la valeur de la pulsation de l'excitation 2 varie de €, — ¢ a Q, + ¢ ( étant une
quantité petite).

Lorsque I"'amortissement est tres faible, ’oscillateur passe instantanément de ’ac-
cord (en phase) a l'opposition de phase quand la pulsation franchit la valeur de la
résonance.

4.4 Bande passante et facteur de qualité ()

Dans le cas d’une excitation sinusoidale de pulsation €2 variable et dans le cas ou
Wo
A< —

V2

, on définit la bande passante en pulsation de 'oscillateur par 'intervalle :

AQ:QQ—Ql
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ou les pulsations €2y et {2y correspondent aux amplitudes A(€;) et A(£s) telles
que :

A(Ql) = A(Q2) =

A A
A2,) ¢
A€) @y =1rads™!
2 2 =01 rad.s!

X

0 Q,Q,0Q,
FI1GURE 4.9 — Bande passante.

Les pulsation §2; et {25 définissant la bande passante vérifient donc 1’équation :

Ce qui donne :
1 i)
V@Z =22+ 2102 V2 2A\/wf — A2

Dans le cas de 'amortissement tres faible, la courbe de résonance en amplitude
présente un pic tres marqué; ce qui signifie que le pulsations 2; et {25 sont tres
proches de la pulsation de résonance €2,., on pose :

3

avec ) =€) 5

~—

Ou € est un terme petit, positif ou négatif. En remplacant €2, par son expression
de il vient :
QLQ = Wy — 2)Xe

Reportons cette valeur dans I’équation ci-dessus. On obtient la nouvelle équation :

e=12NJ/wi — A\

On en déduit : € = =2 wy (/1 — 0’_\)—2 ~ +2 Awp (amortissement tres faible, A <
0
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wo)
Et également : € ~ +2 A ), (amortissement faible, wy ~ Q,.),

D’autrepart:9172:\/Q§+EZQT‘/1+§~Q <1+W) Q, +2Q

220,

Introduisons la derniere expression de ¢, il vient :(2; o >~ Q, + =Q, £\, et

T
par suite :

D~ — X et Q0.+

La bande passante, dans le cas de 'amortissement tres faible, s’écrit :

Wo
AQ =0y — Q) 22\ = —
Q
On constate que plus le facteur de qualité () de 'oscillateur est grand plus la bande
passante A est étroite.

Remarque : Le facteur de qualité Q) = 5% est obtenu dans le cas de I'amortisse-

<€> stockée

<g > fournie

ment tres faible, pour un oscillateur forcé, en utilisant la relation Q) = 27

ou encore @ = L&

4.5 Bilan énergétique

L’excitateur F'(t) = Fy cos 2t lors d'un déplacement dx fournit I’énergie :

dW = F(t)do = F(t )C;—fdt F(t) i dt

ou F(t) & = P(t) fournic la puissance instantanée fournie par 'excitateur en régime
permanent et & = —AQ sin(Qt + ¢) la dérivée de © = A cos(Qt + ¢).

= P(t) fournie = — AQFy cosQt (sin§2t cos ¢ + sin ¢ cosQt)

c¢’est une fonction qui fluctue dans le temps et sa valeur moyenne est :

—AF Q 2
/ Pt B sin¢avecT:—7T

(P®)) -

fourme -

tan ¢ —2)2Q

P ottang =
V' 1+ tan? ¢ w

D’autre part sin ¢ = W2 — Q2
2 _
= (P(1))

R AQ?
fournie — m (QQ _ w2)2 + (2)\9)2
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Remarque On peut montrer que la puissance moyenne dissipée (P(2)) 4;,qipee €5t
égale & (P(t)) fyurnie fournie par loscillateur.
Démonstration
mi—+ i+ kx=Fycos§t
dx

multiplions les deux membres par 7 x

dx dx dx dx
mxﬁ—i—ﬂx——i—k‘x% Fy COSQtE

mit+pfrrt+kri=FycosQta

d1 ., 1
:>E(§mx +2k:x)+ﬁx = [y cosQtx
d dgT
T = F Qtax —
dt( +U) = — = o cos ti— Bi?

ott (Fy cos 2t 1) est la puissance fournie par F(t), (— 3 i?) est la puissance dissipée
par frottement et Ep = $m A2 Q? sin®(Qt + ¢) + 1 k A% cos®(QUt + ¢).

La moyenne de d_tT donne :

. T
_/ & t——/ [— Fo AQ cosQt sin(Qt + ¢)] dt—%/ [51429231112(975"‘@5)] dt
o 0

d& r I
e / _T dt = = / P(t)fourm'e dt — T / P(t)dissipée dt =0
0 0

d&
OT d_T dt = [5T]0T = 0. En remplacant par 0 et puis par 7" dans ’expression

de &p, la différence Er(T) — Er(0) = 0. Ce qui donne :

car

1 T 1 T
T / P(t>fournie dt = T / P(t)dissipée dt = <P(t>>fournie = <P(t)>dissipé6
0 0

mais les valeurs instantanées sont différentes P(t)aissipee 7 P () fournie-
L’énergie totale moyenne s’écrit :

(Ex) = (T) +{U) = 5m (%) + L  (2?)

T
= (&) = m A2 Q? sin?(Qt + ¢) + LS / A? cos?(QUt + ¢)

2T 2T
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1 1 1 1 1
= <8T> = Zm92A2 + ZkAQ = ZmQ2A2+ ZLTTLWSAZ = ZmA2(QQ —|—w§)
L’énergie totale stockée au cours du temps par l'oscillateur n’est pas constante

mais sa valeur moyenne sur une période est constante.

4.5.1 Résonance en énergie
La puissance moyenne sur une période 7" fournie par F'(t) est égale a celle dissipée
F? A Q2 F? A
(P(t)) = EO (2 —w?)2 + (2AQ)2 - EO 022\ 2 5
(55=)"+ (2N

I
I
I
I
{FP“})M“' r !
T, L T,_[_ __’
L L I
: o
v
1 [ 1
1 I 1

0 o
07 s

FIGURE 4.10 — Résonance en énergie.

La puissance moyenne est maximale lorsque ) = wy. Ce qui veut dire que la
résonance en énergie a lieu pour 2 = wy. A la résonance la force excitatrice fournie
une puissance maximale :

g

P = 1

PO

La bande passante est pour la puissance moyenne correspond a (P(t)) > 5

4.6 Oscillateur électrique : (R, L,C) série forcé

Considérons le circuit série (R, L,C) alimenté par un générateur de tension de
f.é.m. U(t) = Uy cosQt, U(t) représente 'excitation appliquée au circuit série.
Désignons a un instant ¢ par ¢(¢) la charge du condensateur, par i(¢) 'intensité de
courant du circuit et par UL (t), Ur(t) et Us(t) les tensions respectives aux bornes
de la bobine, de la résistance et du condensateur.
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L R iy
(PO
I. (f) - - -
i, (t) uft) u{t)
O
N 1)

FIGURE 4.11 — Circuit RLC série forcé.

4.6.1 Equation en intensité i(t)

A partir de I’écriture de la loi d’ohm :
UL(t) + Ur(t) + Uc(t) = U(t)
explicitons les tensions,

di(t) , [ B
L7+Rz(t)+6/z(t)dt—UM cos 1t

En dérivant par rapport a t, et en divisant par L, I’équation en intensité :

d%i(t) di(t) 1 ,
L s +R o + 52(1&) =—QU,, sinQt
. R, 1 —QU, . . QU, T
= z(t)—i—zz(t)—i-ﬁz(t)— sinQt = 7 cos(Qt+§)

ou simplement

m

cos(Qt + E)

i+2Nitwhi= 5

Ofl)\:% et w():,/%.

4.6.2 Equation en charge ¢(t)

di(t) , I B
LW + Ri(t) + c /z(t) dt = Uy cosQt

o7
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En rappelant que i(t dat) o f ), I'équation par rapport a la charge
instantanée du condensateur

d*q(t dq(t) 1 1 U
L dig )+R zlgf )+5 q(t) = Upr cos 2t ou encore Léj(t)+ch(t)+5 q(t) = TM cos Qt

ou simplement
U
G+2N4+wiq= TM cos 2t

4.6.3 Equation en tension au borne du condensateur Uc(t)

L’équation par rapport a la d.d.p. aux bornes du condensateur Uq(t), en rappelant

_a®) .
que Uc(t) = 45 :

.. R . 1 U
Uc(t) + 7 Uc(t) + 75 Uel(t) = —Aé cos Ot

ou simplement

UC+2AUC+w§UC—g—C cos 2t

4.7 Notion d’impédance mécanique
Soit un systeme mécanique soumis a une force,
F(t) = Fy cosQt
En régime permanent, le point d’application de la force se déplace avec la vitesse;
v(t) = vy cos(Qt + 1)

On appelle impédance mécanique, le rapport des amplitude complexes de la force
et de la vitesse :

Z =

en électricité

§z|'1jz

. U
équivalent a 2 = 7

En utilisant la notation complexe, la réponse z(t) du systéme en régime permanent
et la force F'(t) s’écrivent :

z(t) = A cos(Qt+p) = R{z(t)} avec &(t) =A@ = A% on A= Ae'?

et

F(t) = Fy COSQt:{F(t)} avec F = [l
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4.7.1 Amortisseur

Dans le cas de 'amortisseur, la force appliquée :
F=pv équivglent a U = R1
On en déduit I'impédance complexe :

Zg = (3 équivalent & Zr =R en électricité

4.7.2 Masse

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :
di
dt

dv
F=m T équivalent a U = L en électricité

Soit en notation complexe :

ﬁ:md—vzimﬁﬁ
dt

On en déduit I'impédance complexe :

Z. =imQ=mQe'? équivalent a ZL =1 L) en électricité

4.7.3 Ressort
La force de rappel du ressort s’écrit :

F=kx équivalent a Ug = % on dlectricité
c

Soit en notation complexe :

5 @
F=ki=k—
i€
On en déduit I'impédance complexe :
Z i 'k ~i3 équivalent & Z —t en électricité
= — = —7 — = — € ulv 11 - 11 rici
SO Q0 b cTcn

Exemple : Soit le systeme (Masse-Ressort-amortisseur) soumis a la force F'(t) =
Fy cosQt. L’impédance d’entrée Z s’obtient a partir de ’équation différentielle du
mouvement :

mi+pi+kx=F(t) = m@—i—ﬂv—l—k/vdt:F(t)
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En utilisant la notation complexe :
m(iQ)? A + BiQ At 4 kA = [ et
Sachant que :
o(t) = 2(t) =i QA =yt avec o =iNA
I’équation différentielle devient :
mi Qe + By ettt 4 % vo et = [ et
Ce qui donne :

{ﬂHWM—éﬂ%:%

L’impédance mécanique complexe Z est alors :

~ k
Z=0p+i(mQ— =)
Q
Cette impédance mécanique est équivalente a I'impédance d’entrée du circuit
électrique (RLC) alimenté par une source de tension U(t) = Uy cos Q¢

. 1
7=R+i(LQ- ——
W= Fg)

4.8 Excitation périodique non-sinusoidale

Lorsque la force excitatrice F(t) est périodique non-sinusoidale, 1’équation
différentielle du mouvement s’écrit :
aj+pq+bqg=F(t)

ou F(t) peut étre décomposée en série de forces d’amplitudes et de pulsations

différentes :
> 27 27
(t) ;( cos(n T )+ sin(n T ))
ou encore
F(t) = Ay + ; (An cos(n ?ﬁ t) + B, sin(n ?ﬂ t))
avec :
2 to 2 2 t2 2
An:T/tl F(t) COS(TL?’/Tt)dt et anf/tl F(t) sin(n%t)dt
ou t2 = tl + T.

La réponse du systeme en régime permanent est la somme des réponses calculées
pour chaque harmonique (terme sinusoidal).
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5.1 Définitions

Un systeme a n-degrés de liberté nécessite n variables indépendantes pour étudier

son état de facon complete. On distingue deux types :

— systemes a n-degrés de liberté non couplés : I'équation de mouvement de chaque
variable n’est pas fonction des autres variables.

— systemes a n-degrés de liberté couplés : contrairement au premier, les équations
de mouvement contiennent des termes de couplage.

Equations différentielles du mouvement Les équations différentielles des
mouvements d’un oscillateur a plusieurs degré de liberté de coordonnées
généralisées ¢; (1 = 1,...;n) s’obtiennent a partir du formalisme de Lagrange qui
s’écrit sous la forme générale :

% <gq£> - g: - g_z = Fy,(t) avec L est fonction de g; et ; (i = 1....n)

Ce qui donne le systeme d’équations :

f(d17Q17"'Qn7 Q17"'Qn:Fq,1
f(q27 qi,---Qn, Q17"‘Q71:Fq,2

fGns @15 Gy @15 - - Gn = Fyn
Exemple

— 1. Systeme a deux degrés de liberté non couplé

[ am
FIGURE 5.1 — Systeme a deux degrés de liberté non couplé.

Avec une bonne approximation :

1 1 . 1
T:§(M+m):fc2—|—§ml292 et Uzika—mglcosﬁ%—C'st
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On en déduit :

1 . 1 1
L= (M+m)m'2+§ml292—Ekx2—§mgl92

N | —

Ce qui donne :
(M—i:m)jc'—l—k:x:()
mili*0+mgld =0

— 2. Systeme a deux degrés de liberté couplé

|r."_ I .|!| Ma "!'.2
A oo M |
~ |

Ty (L) Ta(t)

FIGURE 5.2 — Systeme a deux degrés de liberté couplé.

1 1 1 1 1
T=—-miit+-mgi5 et U= -kal+ =kows+ =ko(zy—11)*+Cst
2 2 2 2 2
On en déduit :
1 . 1 ) 1 1 1
£:§m13§'%+§m2$%—§k1$§—§k’2$§—§ko(l’2—l’1>2

Ce qui donne :
mlfél + (k’l +l€0).’l§'1 — ko.ﬁEQ =0
mgflig + (kg +k0>l’2 — ]{705131 =0

Couplage Un systeme a deux degré de liberté est la réunion de deux systemes a
un degré de liberté, ou le mouvement de I'un influe sur le mouvement de I'autre :
les deux systemes sont dits couplés. On peut avoir un couplage par

1. Elasticité : la liaison entre les oscillateurs est due & un ressort (systeme
mécanique), ou & un condensateur (systeme électrique) (figure 5.3).

Ci C:z

Rz

! L1 L2
Crra} (rezd

F1GURE 5.3 — Couplage par élasticité.

2
—
D)

H
+
x
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Ri Rz

2 | L )
R
~} Lz L>
P>

FIGURE 5.4 — Couplage par viscosité.

P

T @—)

Rz -

P2

FiGURrE 5.5 — Couplage par inertie.

2. Viscosité : la liaison est due a un frottement visqueux (systéme mécanique),
ou a une résistance (systeme électrique) (figure 5.4).

3. Inertie : la liaison est due & une masse (mécanique), ou a une bobine (électrique)

(figure 5.5).

4. Inductance mutuelle : Le couplage électrique le plus utilisé. Ce type de couplage
n’a pas d’équivalent mécanique, mais se préte a la méme description que les
oscillateurs mécaniques (figure 5.6).

F1GURE 5.6 — Couplage par induction mutuelle.

Mode propre (normal) Lorsque I'équation différentielle du mouvement a deux
degrés de liberté est linéaire, le mouvement le plus général est la superposition de
deux mouvements. Il s’agit d’une superposition de deux mouvements harmoniques
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simples indépendants et simultanés. Ces deux mouvements sont les modes propre
(normaux). Si les deux parties du systeéme oscillent selon un mouvement harmo-
nique simple on dit que le systeme est dans un mode propre (normal) d’oscillation.
Dans un tel mode toutes les parties du systeme passent en méme temps par leurs
positions d’équilibre. Un systeme a n — degrés de liberté possede n modes propres
(normaux).

Propriété d’'un mode En présence d'un seul mode, chaque partie mobile est
en mouvement harmonique simple avec la méme pulsation (fréquence) et la méme
constante de phase (Les parties mobiles du systeme libre oscillent soit en phase
soit en opposition de phase, mais ce déphasage d’un angle m apparait comme un
signe moins dans I"amplitude).

Dans chacun des modes, le systeme présente également une configuration ca-
ractéristique ou forme, donnée par le rapport des amplitudes du mouvement des
parties mobiles ; qui est constant et est soit positif soit négatif.

5.2 Systeme libre a deux degrés de liberté

Soit le systeme composé de deux pendules simple identique de masses m et de
longueurs [, couplés par un ressort de raideur k qui relie les deux masses (figure
5.7).

cepy

: (m) (m)

v
FIGURE 5.7 — Deux pehdules simple identique couplés par un ressort.
Les énergies cinétique et potentielle du systeéme sont :

1 o 1 . 1
T==-ml? 9%+§m12 9; et U= —mgl cosf;—m gl cos 92+§ k (I sinfy—I sin@l)2

2
On en déduit le Lagrangien £ dans le cas de faibles amplitudes :
1 . 1 . 1 1 1
L= §ml20f—|—§ml293 — Emglﬁf - Emglﬁg - 5/{;([(92 —16,)?

En utilisant le formalisme d’Euler-Lagrange pour les systemes oscillatoires libres :

d (0L oL
— (= - = =12
7 (891-) a6, 0 avec 1 ,
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On obtient le systeme d’équation suivant :

m 60, +mglb —ki(16,—16,) =0
ml292+mgl91+kl(192—l91):0

que l'on peut écrire sous la forme :

f, + (madLkl) g k2 g _

ml? miZ
by + (mOEE) g, — g =0
ou encore .
h+(+E)0—20,=0 (1)
b (345 0 -E0 -0 @

5.2.1 Pulsations propres

Dans un mode propre d’oscillation, les deux sous-systemes oscillent a la méme pul-
sation w, (pulsation propre), mais avec des amplitudes, généralement, différentes,
et des phases différents (mouvement sinusoidal simple). On se propose donc des
solutions sinusoidales :

61(t) = Ay cos(wyt + ¢1)
02(t) = Ay cos(wpt + @2)

ou encore en natation complexe :

0,(t) = Apetwrt avec A; = Ajel¥

O2(t) = Age'“rt avec Ay = Aye'#

En substituant dans les équations (1) et (2) du systéme d’équations différentielles

et en réarrangeant les amplitudes A; et Ay, on trouve :

(_w§~+ % + Wﬁl) 1211 — % 1212~: 0 (3)
—%Al—i‘ _w;+%+%)142:0 (4)
ou encore : R
() () -0)
k 2 k i
T —w, ) A 0
Ce systéme admet une solution non-triviale (autre que A; = A, = 0) si le
déterminant des amplitude est nulle.
24 a4k _k
“r +kl T 2 g k| =0
Tm Wy T T
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Ce qui donne :

(e (o) - () () -

ou encore : ) )
k k

—w2—|—g+— -{—=] =0
Pl m m

Equation quadratique en w, qui admet deux solutions positives w,; et w,2 appelées
les pulsations propres du systeme :

k k

L

I m m
soit : ok
2 _ Y 2 _ 9 2N
wpl—l et wp2—l+m

Conclusion Un systeme a deux degrés de liberté possede deux pulsations
propres wp,; et wye et donc chaque coordonnée possede deux composantes har-
monique ; une premiere pour wy; et une deuxiéme pour wpys.

01(t) = Awr cos(wpt+91") + Az cos(wpat + 1)
02(t) = Agr cos(wyr t + pS) + Ay cos(wya t + 05
ou les A;; et les gogj) sont des constantes et i représente la coordonnée (ou la
solution) et j représente le mode.

5.2.2 Modes propres (normaux)
Premier mode propre, w, = wy;

En remplacant w, par w,; et fll et 1212 par fln et 12121 respectivement dans I’équation
(3) (méme chose avec 1'équation (4)), on obtient :

k ~ k -
—g+g+— An——Am:O
l I m m

(1)

ks ko5 Ay Ape#
= —An—-—A4A3=0 = —=—= — =
m m Agi Ay eier
7z . ~ 1 A
On définit le rapport f; = ety = 52
1 e
A Ap ¢ier a4 M1 = % =1= Apn=An

12121 B Aqy eies” w3 — 1 =0=
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Dans ce mode de vibration les deux pendules oscillent (mouvement sinusoidal
simple) a la méme pulsation wy,; = ﬂ , avec la méme amplitude et en phase.

951)(15) = Ay cos(wpi t + @gl))
9&1)@) = Aj; cos(wpr t + gogl))

Deuxieme mode propre, w, = wp

En remplagant w, par wys et 1211 et 1212 par 12112 et 12122 respectivement dans I’équation
(3) (méme chose avec 1'équation (4)), on obtient :

k kY =~ k-
S W App— — Ay =0
l m l m m
~ (2
k-~ k- A A e'?
= ——Ap——Ap=0 = — = 126. 22) =1
m m Az Agei®s

On définit le rapport fip = g—;; et po = ﬁ_;; :
~ @)
A _ Ape™ in H2 = ﬁ_;i =1= A=Ay
= = — & =—-1=1 e = (2) (2) B @) B @)
Agy Agyeiv Pl TPy =T =Py =P T

Dans ce mode de vibration les deux pendules oscillent (mouvement sinusoidal

simple) a la méme pulsation wpy = /9 + 27%, avec la méme amplitude et en
opposition de phase.

052) (t) = Ajg cos(wpat + QDEZ))
9;2) (t) = A1z cos(wpa t + gof) — )

ce qui donne :
9&2) (t) = Ajg cos(wpat + <p§2))
6’52) (t) = —Aj2 cos(wp t + gp?))

5.2.3 Solution générale

La solution générale est alors la somme des deux solutions de chaque modes :
01(t) = A1 cos(wp t + gogl)) + Ao cos(wpa t + 9032))
() = Azy cos(wpr t + 9051)) + Agy cos(wpa t + 4,0(22))

ou encore :

61 (t) = Ay cos(wyr t + 9051)) + Ao cos(wpa t + 9052))
Oy(t) = % cos(wyr t + ©8) + % cos(wya t + o)



5.2. SYSTEME LIBRE A DEUX DEGRES DE LIBERTE 69

ot _An et 1 _ Ap
1= > 2= -
Ag Agy
Sachant que 3 =1 et pg =1, @g” = gogl) et gof) = gpiZ) — 7, la solution générale

s’écrit :
01(t) = A1y cos(wpr t + gogl)) + Ajg cos(wpe t + @&2))
0(t) = A1r cos(wpr t+ d”) — Ay cos(wpat + <p§2))

Deuxiéme méthode Une méthode simple pour trouver les pulsations propres
et les modes propres du systeme qui consiste a définir de nouvelles coordonnées
en fonction des coordonnées généralisées du systeme étudié.

it (24 5) 00— £ 0 =0
bt (4 50— Lo =0 (2)

Ce qui donne apres le changement de variables :
@1:91+92 et @2:91—02

(1) =61+ %6, =0 (1)
2)=6,+ (4 +25)0,=0 (27)

Ce sont la deux équations différentielles découplées, qu’on peut résoudre
séparément. On fait ainsi apparaitre les pulsations propres :

(1”) = ©4(t) = By cos(wp t + ¢1) avec wgl = %
2k
(2") = O4(t) = By cos(wpat + ¢2) avec wfﬂ = % + —

O, et Oy sont appelées coordonnées normales; puisqu’elles permettent de
découpler le systeme d’équations différentielles. Physiquement, elles représentent
deux mouvements indépendants.

Retrouvant 6, et 0y par :

01 (t) = 2+92 = ? cos(wpr t + 1) + 22 cos(wpat + ¢a)
Oy(t) = ©1592 — S+ cos(wpr t 4 1) — T cos(wpat + 2)
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5.2.4 Situations particulieres

Soient 6y, 6a9, 910 et 920 les valeurs initiales respectives de 6y, 65, 91 et 92 :

A COS<P1 )+ Ay COS% =010 (5)
Aq1 cos gpl — Ajs cos 901 =0y (6)

et

—wp1 Ajp sin gog ) _ wWp2 Aq2 sin gog ) — =0y (7)

—wp1 A1 cos 805 )+ wpa Aia cOs S01 = Oy (8)

Ce qui donne :

(5) +(6) = A = L(QO) (5) — (6) = et Ap=—2 = (220)
2 cos ¢, 2 cos ¢
ou encore
— (610 + 6 6. @
2wp1 smgo 2wpa sin

— 1°" cas particulier : 019 = 059 = 0y et 910 = 920 =0:
:>90§)—S0§2)_0 Aip=0 Ay =6,
01(t) = 6y coswp t
5(t) = Oy coswy t

Oscillations en phase et a la méme pulsation w,; ; Premier mode. On dit que
le systeme oscille dans le mode fondamental.

o

N X T 7
\ / \\. 4 { \l .Illl \|
\ | [ [
| | [ 4 -II I'| ! .I\
Lo\ \ | \ [ | / I'. f
;0 / \ / | / | f \ Tl
] f ! | \ | | \ {
\ |.l' h JI' \ .’I '\I / 4 |,'|_
Y / \ y !
-6, / \/ \/ \/ \/
tenps
ﬂg T A
\ ."'I \n‘l II_- \ /’ ‘l\ | \
\ A [\
I\ [ \ / \ ."I I |
s I'.I Illlll \ III.I Ilk / \ III- \ I;
I" .-II | { I'.. { L-I ,"l \ {
Vo ,."l ., Vo ,.'l
“Po| \/J ] AV AV \
feps

F1GURE 5.8 — Oscillations en phase.
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— 2m¢ cas particulier : 019 = —fag = O et O1g = fg9 = 0 :
=M =pP =0 A;=0 Ap=06
61(t) = 0y coswpa t
02(t) = —0y coswpa t

Oscillations en opposition de phase et a la méme pulsation wyy; Deuxieme

mode.
6 T T T T
o III ( \'. |'I | I|' I'|| |'|n1| Ir\ |I |'II 1'll |IIr‘|II PII |Ilr \ll
-Illl II Il'. |'I I| lll II| II I', .'l II f III 'I II| |II I' | III
;1| |II I| |I III ||I I| III I| |I l'n |I Ill |II || |'I III || I| 1
VRN VAR Vo ;'l Yy
IRV VA VA VA VI VI VL VI
tenyps
8o II.'\I ll,' 1|| ”'-, T rlr‘.|I I;‘\II' II."\II :Ir".ll | \.I I}nll i
I| I'l [ \ | |I I| ',l .l I|I |' \ |I 'l | I|| | I| I/
( ' Vo I R T
Oz |I | I|| |II |II l, II \ ||| III |I || | I| Il I'l |I [ II 1
o || |II [ |'| || [ III '.l R '|I i
II \ | |I | | | | |II f |
R VARV VAV A VIR VA VA
fenps

FIGURE 5.9 — Oscillations en opposition de phase.

— 3%m¢ cas particulier : 019 = 0,020 = 0 et 019 = O3 = 0 :

0
1 2 0
= o = =0 An =4 =
N 01(t) = ZZ_Z coswp1t+22—z coswpr t
Oy(t) = 5 coswy t — 3 coswp t
Rappelons les formules de trigonométrie :
cosa + cosbhb =2 COS“TH’COS“T_Z’
a+b a—b

cosa — cosb =2 sinTsinT

On obtient alors :
0,(t) = 6y cos (% t) cos (M t)
0a(t) = o sin (25721 ¢) sin (215222 ¢)

Ce sont la des mouvements sinusoidaux a une pulsation Wy, = (%) avec
des amplitudes modulées qui varient sinusoidalement a une pulsation w,,,q =

(222221 [ cos (2225221 )] et [fp sin (222221 {)] sont les amplitudes modulées.

Le mouvement réel des masses m; et mgy s’effectue a la pulsation wy,,, et le temps
27
mod Wmod __ ™

d'un battement est égale a Tp = = =
2 2 Wmod
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. JI | rlm,r;,n - T

6 m"“ | lﬂ\\ml "\”
_;UJJ ' || J\Mm ML} \ UL
" 1

e“.'|| (|{\| h‘ J‘“u '\|||| |||\ f"u || WF{F‘M}
. U" Lh

Le mouvement réel de la masse & Wy

FIGURE 5.10 — Oscillations en battement.

Remarque On observe un phénomene de battement, si w,; est peu différent de
Wp2-

5.3 Systeme forcé a deux degrés de liberté

Soit le systeme a deux degrés de liberté suivant :

F(t)

I "_I_" =

e |

FIGURE 5.11 — Systeme a deux degrés de liberté forcé.

Les énergies cinétique et potentielle s’écrivent :

1 1 1 1 1
T:§m1xf+§m2x§ et U:§k1$%+§l€2$§+§k0<I2—I1)2+CSt

On en déduit :

1 . 1 . 1 1 1
LI§m1$%+§m2x§—§k1$%—5k2$§—§k0($2—])1)2

Ce qui donne en régime libre F(t) = 0 et § = 0 le systeme d’équations ci-dessous :

mljv'1+ (k?l—l—k/‘o)l'l—k'ol'gzo
mgfig—i- (k‘g—i-k'o)xg—kgivl =0
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Les pulsations propres de ce systeme pour le cas particulier k1 = ky = k et
m; = my = m s écrivent :

k kE+2k
Wp1 = E et Wp1 = m

Le formalisme de Lagrange s’écrit dans le cas des oscillations amorties forcée :

d(@ﬁ) oL 0D

= - = F, =1,2
dt 8@ 81‘1 + 8IZ avee

Ce qui conduit a :

mi’l—i-(k+/€0)x1+5351—k0x2:F(t) (9) . . . .
s+ B + (k + ko) 22 — ko x1 — 0 (10) avec F'(t) : force sinusoidale de pulsatio

5.3.1 Résolution du systeme d’équations

La solution générale du systeme d’équations différentielles est égale a la somme
de la solution du systeme homogene et d’une solution particuliere z;(t) = z(t) +
x,(t), (i = 1,2). Lasolution homogene tend vers zéro lorsque le régime permanent
s’établit et la solution générale devient égale a la solution permanente et s’écrit
alors :

x1(t) = X1 cos(Qt + ¢1)
xo(t) = Xy cos(Qt + ¢o)

ou encore en natation complexe :
(%1(25) :Xleiﬂt avec X1 :Xl 6i¢1
To(t) = Xo et avec Xy = X, el?2

avec

F(t) = FO eiﬂt

En substituant dans les équations (9) et (10) du systéme d’équations différentielles
et en réarrangeant les amplitudes X; et X5, on trouve :

(k+ko—mQ?+iBQ) Xy —ky Xy = Fy (1)
—ko X1+ (k+ky—mQ?+iBQ) Xo=0 (12)

En utilisant la méthode (ou regle) de Cramer, les solutions de ce systéme sont :

FO _kO
) 0 (k+ky—mQ2+iBQ) Fo(k+ky —mQ2+iBQ)

X pr—
C Rk —m Q2 +iBQ) o (i + ko —m +i BO7 — 3
—/{70 (k—{—ko—sz—{—zﬁQ)
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- —kq 0 B ko Fy
2T (k+ko—mQ2+iBQ) — ko T (kthko—mP2+iBQ)2—
—ko (k+ky—mQ*+iBQ)

Ce qui donne :

~ Fo(k'—FkO—mQQ—’—ZﬂQ)

X =
Ykt ko —mQ2+iBQ—ko) (k+ ko —mD2+iBQ+ ko)
B mEy (H — Q% +i27Q)
Com?(E -2 402)0Q) (B2 _02442)Q)
Sachant wﬁl == et wp2 = M et en posant Q% = %, les amplitudes complexes
s’écrivent :
e _ K (4 -2 +i2)Q)
T om (w2 - 2 Hi2AQ) (W - 2 +i20Q)
et
5 ko Fy 1
2T om? (w2 Hi2AQ) (W - Q2 +i2)Q)
Ce qui donne :
VB =P+ 2AQP
m\/ L= Q2)2 4 (20 Q)2 \/(w;2—92)2+(2m)2
et
k’()Fo 1

Xy =

e Jh =R+ AR e - 02+ 220y

5.3.2 Représentation graphique

Application numériques : m = 2kg, k = 1.572, kg = 1.2.572, f = 0.4kgs ' =
A = 0.1s7!, ce qui donne; = wfﬂ = 0.5rad.s™t, wfﬂ = 1.7rad.s™', Q4 =
1.1rad.st
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X|=f:DmEgs:- Xff:Dn‘ll:—gs:l

T f
a 2 4 a 2
Omega Omega

FIGURE 5.12 — Réponse d’un systeme a deux degrés de liberté amorti forcé.

5.3.3 Cas d’un systeme non amorti

Considérons le cas d’un systeme non-amorti § = 0. Les amplitudes des réponses
des deux masses deviennent :

N (O St Uy

X =
m (W§1 - 0?) (sz - Q?)
et
X, ko Fo 1
T (- ) (W, - )

T T
o 3 4 o 2
Omega Omeaoa

FIGURE 5.13 — Réponse d'un systeme a deux degrés de liberté forcé non-amorti.

— Pour 2 = w,; ou Q = w, le phénomene de résonance se produit pour les deux
déplacements x; et xo avec un amortissement qui tend vers 0 (8 ~ 0).
— Pour Q = Qy4, x1 = 0. Pour cette raison 24 est appelée pulsation antirésonance.

Remarque : La masse m; s'immobilise pour {24 méme en absence de l’amor-
tissement. On dit que le sous systeme msy, ko étouffe le mouvement de la masse
my.
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5.4 Equivalence électromécanique

5.4.1 Equivalence Force-tension

1
m=L kza r=q =1 =R F=U
Systeme libre
My f, Ma kb
o (e N |
~ =P

JI_I |t : J';'_-I [ :

FIGURE 5.14 — Systeme a deux degrés de liberté couplé.

mliL"1+ (k1+k0):1:1—k0x220
m2j2+ (/{72+k0)1’2—k0$120

le systeme électrique analogue est un systeme électrique composé de deux mailles
(circuits) (L1, C) et (Lg, Cy) regroupés par un condensateur

Ligi+ (gt g)a— g2 =0

Ly Ga + (CLQ"‘CLO)CD— Cioﬁh =0

FIGURE 5.15 — Systeme analogue a deux masses et trois ressorts.

Systéme forcé

mlfv'l—i— (k1+/{30>$1 —]{70£L’2—|—61i’1+62 ($1 —jTQ) :FO COSQt
Mo &g + (ko + ko) 22 — ko1 + B2 (£2 — #1) =0

le systeme électrique analogue est un systeme électrique composé de deux mailles

Ligi+ (g + )@ — g ¢+ Ridi+ Re (41 — ¢2) = Up cos Qt
Lo+ (g; + &) @2 — g @Rz (42— ¢1) = 0
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FIGURE 5.16 — Systeme a deux degrés de liberté couplé.

5.4.2 Equivalence Force-courant

C k

SIE

r=0 = /Udt (flux a travers une bobine) z=U f

Systéme libre

.'1."_ M |!. Mo '!"2
e |
_

= -~ . |
JI_I |t : J';'_-I [ :

FIGURE 5.17 — Systeme a deux degrés de liberté couplé.

mli“1+ (k1+k0)x1_k0w2:o
mgfi‘2+ (kz—i‘ko)xg—kgl‘l:()

le systeme électrique analogue est un systeme électrique composé de? 7?7

Systeme forcé

mli’l—i— (lﬁ+/€0)l’1 —k0$2+61i’1+52 (l’l —x'g) :FO COSQt
Mo &g + (ko + ko) 22 — ko1 + B2 (22 — &1) =0

3| =

7
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