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Introduction générale

N mathématiques, il existe des problémes qui ne peuvent pas étre résolu ana-
lytiquement, par exemple, les équations algébriques de degré > 5. Pour la
résolution de ce type d’équations il a été prouver qu’il n’existe pas de for-

mule par radicaux.

Aussi, dans certains cas les solutions analytiques existent mais sont complétement
inefficaces & mettre en oeuvre en pratique, comme la résolution d’un systéme linéaire
Az = b dont la solution est x = A~'b oul le calcul de A~! devient rapidement intolé-
rable lorsque la taille de la matrice augmente. Donc souvent pour résoudre un probléme
mathématique on fait appel a I’analyse numérique.

L’analyse numérique comprend deux mots : I’analyse qui fait référence aux mathé-
matiques et le mot numérique qui fait référence au traitement informatique.

En d’autres termes c’est I’élaboration des méthodes de calcul mathématiques adap-
tées aux traitement par ordinateur qui ont pour but la résolution des problémes concrets
qui se posent dans différentes disciplines : physique, économie, ingénierie, etc. Ces pro-
blemes doivent étre bien posés c’est-a-dire que la solution existe, unique et dépend
continiment des données du systéme.



Chapitre 1

Rappels sur quelques méthodes
numeériques

1.1 Reésolution des équations non linéaires

Calculer les racines d’'une équation f(z) = 0 est un probléme que l'on rencontre
trés souvent en calcul scientifique, comme par exemple déterminer le point de fonction-
nement d’une diode d’aprés sa caractéristique, la concentration d’une espéce chimique
dans un mélange réactionnel ou la fréquence de coupure d’'un filtre électrique.

Il est rare qu’on puisse écrire une solution analytique de I’équation f(z) = 0, cela
ce produira que pour les polynomes de degré inférieur ou égal & 4 ou pour quelques
fonctions simples. En conséquence, toutes les méthodes générales de recherche de racine
sont des méthodes itératives; partant d’une solution approchée, on obtient une suite
d’approximations de plus en plus précises. On doit étudié alors la convergence et la
vitesse de convergence de la méthode ensuite définir un critére d’arrét des itérations.

Comme exemple d’équation non linéaire on a I’équation d’état d’'un gaz. On veut dé-
terminer le volume V' occupé par un gaz de température 7" et de pression p. L’équation
d’état (c’est-a-dire I'équation qui lie p, V et T') est

N 2

ou a et b sont deux coefficients dépendants de la nature du Gaz, N est le nombre
de molécules contenues dans le volume V' et k est la constante de Boltzmann. Il
faut donc résoudre une équation non linéaire d’inconnue V. Pour la résolution de ce
type d’équation, les méthodes analytiques sont limitées & certaines formes algébriques
(@™ + ap_1x™ ' 4 + ag), n < 5 ou formes particuliéres. Par conséquent pour les
autres formes il faut utiliser les méthodes numériques pour trouver ou approcher les
racines.
Ces méthodes 1a consistent d’abord a :
1. Localiser le (ou les) zéro(s) de f en procédant a I’étude du graphe de f, puis
utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires afin de trouver un intervalle qui
contient une unique racine.

(V — Nb) = kNT,

Théoréme 1 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Si f une fonction réelle a variable réelle, définie et continue dans un intervalle
[a,b] de R et f(a) x f(b) <0 alors 3o € |a,b] tel que f(a) = 0.

Si de plus f est strictement monotone dans [a,b] alors o est unique dans [a,b].

2. Trouver la solution en utilisant l'une des méthodes suivantes.



1.1.1 Meéthode de Dichotomie

La dichotomie est un mot grec qui signifie :

tomie : vient de couper

dicho : --- en deux.

On considére un intervalle [a, b] et une fonction f de [a,b] dans R. On suppose que
f(a) x f(b) <0 et que I'équation f(x) = 0, admet une unique solution « € [a, b] .

La méthode de dichotomie consiste a construire une suite (z,) qui converge vers «
de la maniére suivante :

Soit ¢o le milieu de [a,b]. La racine se trouve alors dans I'un des deux intervalles
la, co] ou [cg, b] ot bien elle est égale a c.

— Si f(a) x f(co) <0, alors a € |a, co[. On pose a3 = a, by = co.
— Si f(a) x f(co) =0, alors a = ¢y.
— Si f(a) x f(cy) >0, alors @ € | cg,b[. On pose a; = cg, by = b.

On prend alors ¢; le milieu de [ay, b1]. On construit ainsi une suite

a—+b a1+b1 an+bn
Co = , €1 = y' oy Cn =
2 2 2

telle que |a, — b,| < € avec € > 0.

Convergence de la méthode

Théoréme 2 Soit f une fonction continue sur [a,b], vérifiant f(a) x f(b) <0 et soit
a € [a,b] lunique solution de f(x) = 0. Si lalgorithme de dichotomie arrive jusqu’a
[’étape n alors on a l’estimation :

Par conséquent la suite (c,)nen converge vers a. Cest ainsi vrai si ¢, = a [?].

test d’arrét

Pour que la valeur de ¢, de la suite de la n'®®¢ itération soit une valeur approchée

de a a € > 0 pres. Il suffit que n vérifie :

b—a
2n+1 =€
On a alors
—a
o —¢,| < ST <e

Ce qui permet de calculer a I’avance le nombre nécessaire n € N d’itérations assurant
la précision e.

b—a
b—a b—a ln( € )
< € <— < 2n+1<:> > —— 7 1
onfl = e = =T




1.1.2 Méthode de point fixe

Le principe de cette méthode consiste & transformer ’équation f(z) = 0 en une
équation équivalente g(z) = z ou g est une fonction bien choisie. Ceci est toujours
possible en posant g(x) = x — f(z). Le point « est alors un point fixe de g.
Approcher les zéros de f revient & approcher les points fixe de g. Le choix de la fonction
g est motivé par les exigences du théoréme du point fixe.

Convergence de la méthode

Théoréme 3 ( Théoréme du point fixe) (condition suffisante de convergence glo-
bale)

Soit g une fonction de classe C' sur un intervalle [a,b] C R telle que :
1. g(z) € [a,b] ,Vx € [a,b] (on dit que Uintervalle [a,b] est stable par g(x). Si on
éerit I = [a,b], alors g(I) C 1.
2. 3k € R,0 < k < 1 tel que |¢'(z)| < k < 1,k = max |¢'(x)] On dit que g est

z€a,b]
strictement contractante

Alors
— g admet un unique point five dans I = |a,b].
— Pour tout xg € [a,b], la suite (z,)nen définie par la récurrence :

Tpy1 = g(mn>
Vérifie :
Vn e Nz, € [a,b] et lim z, =«
n——+00
Corollaire 1 Soit o une solution de l’équation g(a) = « et ¢’ continue au voisinage
de a, alors on a les trois cas suivants :
— Point fize attractif : Si|g'(z)| < 1 alors il existe un intervalle [a, b] contenant
a pour lequel Vo € [a,b] la suite (x,)nen définie par x,11 = g(x,) converge vers
a.
— Point répulsif : Si|¢'(x)| > 1 alors Vxg # 0 la suite (x,)nen définie par
Tnt1 = g(x,) ne converge pas vers c.

— Point fize douteux : Si |¢'(z)] = 1, on ne peut pas conclure, il peut y
avoir convergence ou divergence. Pour cela on doit trouver un bon g qui vérifie
g/ ()| < L.

test d’arrét

On a la suite (x,) converge vers « tel que g(a) = a. En fixant la tolérance € on
estime qu’on atteint la précision € dés qu’il existe un ng € N tel que :

|xno+1 - x?ml <€

Estimation de ’erreur

Le nombre minimal d’itérations pour que la solution soit approchée avec une pré-
cision € est :

|z, —a| <€

6



Sachant que

20 — ] < |1 — 0] —
T, — o <|lv;—=x
1 U
Donc
In |:|(1—k)e‘:|
xr1—x0 . ’

Ordre de convergence

Définition 1 On dit que la convergence de (x,) vers a est d’ordre p (p € R*) s’il
existe une constante ¢ > 0 telle que

. €nt1
lim ——= = c avec e, = |z, — a|
n—+o00  €p

Définition 2
— Lorsque p =1, la convergence de x,, vers a est dite linéaire.
— Lorsque p = 2, la convergence de x, vers a est dite quadratique.

Théoréme 4 Si la suite (x,),, définie par x,.1 = g(x,) converge vers « et si g est
suffisamment dérivable au voisinage de o, alors l'ordre de la méthode est donné par :

{ g(@)=g"(@) = ...g"D(a) =0
) #

g(p)(oz 0
De plus on :
i Cox1_ 9(0)
n—-+oo eg p'

Donc on remarque que plus p est grand plus la vitesse de la convergence est rapide.

1.1.3 Méthode de Newton

On suppose que la fonction est dérivable sur 'intervalle [a,b]. Le principe de la
méthode de Newton qu’on appelle aussi la méthode de la tangente, consiste a choisir
un point xg de l'intervalle de définition de f, et on considére la tangente a la courbe
représentative de f en (xg, f(zg)). Soit x1 I'abscisse de I'intervalle de la tangente avec
I’axe des abscisses. Puisque la tangente est proche de la courbe, on peut espérer que
x1 donne une meilleure estimation d’une solution de I’équation f(z) = 0 que xy. On
recommence alors le procédé a partir de x; et on construit par récurrence une suite
(x,,) définie par :

T (@)
n
!

Convergence de la méthode

Théoréme 5 ( Théoréme de Newton) (condition suffisante de convergence globale)
Soit f : [a,b] = R de classe C* vérifiant :

1. f(a) x f(b) <O
2. f'(z) #0,Vx € [a,b]
3. f"(x) #0,Vz € [a,b]



4. Partant d’un point xo qui satisfait l'inégalité

f(xo)-f"(x0) > 0
(vérifié par un certain choiz de xo € [a,b])

Si les conditions énoncées, ci-dessus, sont satisfaites, alors le processus de Newton :

To choist

f'(zn)

Converge pour ce choix de xq vers ['unique solution o de f(x).

Tpy1 = g(x) = T —

Test d’arrét
Les itérations s’achévent dés que
[T —xa <€ (%)

ol € est une tolérance fixée.
Ordre de convergence

Définition 3 On dit que la convergence de (z,)nen vers o est d’ordre p (p € RY.) s’il
existe une constante ¢ > 0 telle que

€n

lim ;1 = ¢ avec e, = |r, — a|

n—+o00  €p

Théoréme 6 On suppose que f'(a)) # 0, alors si la suite (T, )nen des itérés de Newton
converge, sa vitesse de convergence est (au moins) quadratique.

1.2 Résolution des systémes linéaires par les méthodes
itératives
Etant donné le systéme Az = b a résoudre, les méthodes itératives de résolution des

systémes linéaires consistent a calculer les valeurs successives d’une suite de vecteurs
2*) convergeant vers la solution z quand k — oo.

klim e®) =g (1)
—+00

On décompose A en A =M — N ou M est une matrice inversible alors
Ar=b<= Mx =Nz +b
conduit a l'itération
Mz = Ng® 4 p, k>0
2 ® D N ® 1

Alors
M IN=Bet M 'b=c



La suite (2®)),cy est obtenue a partir d'un vecteur initial arbitraire z(*), par une
relation de récurrence de la forme

g* ) = Ba® y ¢ Wk eN (2)

ou la matrice B est carrée, appelée matrice d’itération de la méthode, et le vecteur c
dépendant de la matrice A et du second membre de b du systéme a résoudre.

Le probléme est de trouver les conditions sous les quelles la suite (2¥) est conver-
gente.

De maniére générale, on décompose la matrice A sous la forme :

A=D—-FE—-F
ou
— D est la matrice diagonale de A.

— F est la matrice triangulaire inférieure de A.
— F est la matrice triangulaire supérieure de A.

1.2.1 Meéthode de Jacobi

Pour la méthode de jacobie, on prend
M=Det N=FE+F
d’ou
MIIN=DYE+F)et M 'v=D""b
La matrice d’itération de Jacobi est donnée par
J=DYE+F)
d’ou la procédure de jacobi s’écrit alors :

g* ) = DY E 4+ F)+ Db

On peut exprimer la procédure de jacobie en fonction des éléments de la matrice A et
du vecteur b :

k1) _ 1 3 k) _
x, —a—ii(bi— Z @ijx; >,Z—1,---,n,k‘€N

j=1,j7#i
1.2.2 Méthode de Gauss-Seidel
Dans cette méthode, on prend
M=D-—-FEetN=F

d’ou
M™IN = (D — E)’1 et M~ 'h = (D — E)’lb

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est donnée par

G=(D-E)'F



La méthode de Gauss-Seidel s’exprime alors par la suite

z© donné
25D = (D — E)"'Fa2® + (D — E)~'b  pour tout entier k > 0

On observe que la méthode de Gauss-Seidel correspond a 1’écriture ligne par ligne
suivante

i—1 n
(k1) 1L (k+1) ®\ .
z, —a—“<bz_zaxz]xj - Zaijxj )72_17"'7n7k6N

j=1 j=i+1

1.2.3 Meéthode de Relaxation

C’est une méthode intermédiaire entre les deux méthodes précédentes dépendant
d’un parametre w. Ce parameétre est déterminé pour obtenir une convergence plus
rapide. Dans cette méthode, on prend

1 1—
M=-D-EetN==—"D+F
w w
oll w est un paramétre de relaxation. Alors

1 1w 1 -1
M™IN = (—D — E) (—D + F) et M~'b= (—D — E) b
w w w

La matrice de relaxation est donnée par

1 1w
L,=(-D—-F — *D+F
w w

La méthode de relaxation s’exprime alors par la suite

20 donné

1 - 1 -
LB+ ( D— E) (_“D 4 F) ) 4 (—D — E) b pour tout entier k > 0
w

w w

Remarque 1 — La méthode de Gauss-Seidel correspond au cas w = 1.
— Le but de la méthode de relaxation est de trouver le w qui assure la meilleure
convergence.

La méthode de relaxation s’écrit ligne par ligne comme une extrapolation de la
composante obtenue par Gauss-Seidel. On a

2 (relax) = wal* (Gauss-Seidel) + (1 — w)z (relax)

%

1.2.4 Convergence des méthodes itératives

Définition 4 (Norme vectorielle ) : Pour tout x = (zy,...,z,)" € R, on note

par :
n

lzlly = lail

i=1

] = max fai

10



Définition 5 (Norme matricielle) : Pour toute matrice A = (a;;),1 < i <n,1 <
1<n

n
IAll, = max > |ay]
=1

1<j<n

n
4]l = max > o
j=1

Définition 6 (Rayon spectral) :
On appelle le rayon spectral de la matrice A le nombe réel donné par :

p(A) = max {|\;|; \i valeurs propres de A}

1<i<n

Théoréme 7 (Condition nécessaires et suffisantes de convergence)
Le procédé itératif

est convergent si et seulement si
p(B) <1

Théoréme 8 (le cas d’une matrice symétrique, définie positive)
Soit A une matrice n x n. Alors

1. p(L,)< 1 pour tout 0 < w < 2

2. Si de plus la matrice A est symétrique, définie positive, alors on a p(L,)< 1 si
et seulement s1 0 < w < 2

Définition 7 Une matrice est dite tridiagonale si toutes ses éléments sont nuls sauf
les éléments de la diagonale, ceux de la sur-diagonale et ceux de la sous-diagonale.

Théoréme 9 (le cas d’une matrice tridiagonale)
St A est une matrice tridiagonale, alors les rayons spectrauz des matrices de Jacobi
et de Gauss Seidel sont liés par la relation :

Donc, si les deur méthodes sont convergente, alors la méthode de Gauss Seidel converge
plus rapidement que celle de jacobi.

Théoréme 10 Si une matrice tridiagonale A est symétrique, définie positive, alors la
méthode de relazation converge pour tout 0 < w < 2 et il existe un unique w, optimal
assurant la convergence la plus rapide. Il est donné par la formule suivante :

. 2
w =
1+ +/1—p(J)?

Dans ce cas, le rayon spectral de L, est donné par

p(Lo)= |ws =1

11



1.3 Intégration numérique

Dans cette section ,on va représenter des méthodes pour approcher les dérivées
et les intégrales de fonctions. Concernant l'intégration, on sait bien qu’il n’est pas
toujours possible, pour une fonction arbitraire, de trouver la forme explicite d’une
primitive. Mais méme quand on la connait, il est parfois difficile de 1'utiliser. On a

comme exemples
1 1
/cos(xQ),/ exp —(z?)
0 0

Exemple 1 (Electromagnétisme) : Considérons un conducteur électrique sphérique
de rayon r et de conductivité o. On veut calculer la distribution de la densité de courant
j en fonction de r et t (le temps), connaissant la distribution initiale de la densité de
charge p(r). Le probleme peut étre résolu en utilisant les relations entre la densité de
courant, champ électrique et la densité de charge, et en remarquant qu’avec la symétrie

(1, T
de la configuration, j(r,t) = ‘%, ot j =/j|. On obtient
ot
. - o "
](73 t) = ,-)/(7«)6 €0 77(7a) =~ 5 p(&)éédga

ol € = 8.859 x 10712 farad/m est la constante diélectrique du vide.

Pour toutes ces raisons, on fait appel aux méthodes numériques.

1.3.1 Intégration numérique

Les méthodes numériques se divisent en deux grandes familles : Les méthodes de
Newton-Cotes et Les méthodes de Gauss.
Méthodes de Newton-cotes

Les méthodes de Newton-Cotes sont basées sur la théorie de I'interpolation poly-
nomiale. L’idée est de diviser 'intervalle [a,b] en n parties égales a 1'aide de points
x;1=0;...;n avec xg = a et x,, = b. Le pas d’intégration est :

b—a
n

h=zy—x; =

On note par
M), = max ‘f(k)(a:)|

z€[a,b]

Sur chaque segment [z;, z;41], on remplace la fonction f par son polynéme d’inter-
polation P;. On a ’égalité approchée :

T

i f(a:)dx:/xi Pi(x)dx

Tit1 Tit1

Suivant le degré du polynéme P;, trois méthodes sont mises en exergue : La méthode
des rectangles, la méthode des trapézes et la méthode de Simpson.

12



1. Méthodes des rectangles :

— Méthode des rectangles a gauche :
Sur chaque segment [x;, x;11], on remplace la fonction f par son polynéme
d’interpolation P; de degré 0, donc Pj(x) est constant

Fi(z) = f(x)
Proposition 1 La valeur approchée de l'intégrale de f sur l'intervalle |a, b]
par la méthode des rectangles a gauche est donnée par :
b—a n—1
n

L, = f(xl)

=0

— Meéthodes des rectangles a droite :
Sur chaque segment [x;, x;41], on remplace la fonction f par son polynéme
d’interpolation P; de degré 0, donc P;(x) est constant

Pi(z) = f(rin1)

Proposition 2 La valeur approchée de lintégrale de f sur lintervalle |a, b]
par la méthode des rectangles a droite est donnée par :

n—1

I, = b_aZf($i+1)

n -
=0

— Meéthodes des rectangles milieu :
Sur chaque segment [x;,x;,1], on remplace la fonction f par son polynéme
d’interpolation P; de degré 0, donc P;(x) est constant

Pi(z) = f(7i1)

Proposition 3 La valeur approchée de l'intégrale de f sur lintervalle |a, b|
par la méthode des rectangles milieu est donnée par :

I = b;anz_f <f($z‘)+2f($i+1>

1=0

Proposition 4 Si f est de classe C*, la borne supérieure de lerreur entre
la valeur exacte I et la valeur approchée I, est donnée par :

M
]I—In|§2—1(b—a)2
n

2. Méthodes des trapézes :
Sur chaque segment [z;, x;11], on remplace la fonction f par son polynome d’in-
terpolation P; de degrée 1.

Proposition 5 La valeur approchée de l'intégrale de f sur intervalle |a,b] par
la méthode des trapézes est donnée par :




Proposition 6 Si f est de classe C?, la borne supéricure de erreur entre la
valeur exacte I et la valeur approchée I,, est donnée par :
M, 3
I-1,]<—=%(b—
3. Méthodes de Simpson :
Sur chaque segment [z;, x;11], on remplace la fonction f par son polynome d’in-
terpolation P; de degré 2 qui prend les mémes valeurs que la fonction f aux

. - T; + x;
points ;,7;1 et au milieu & = szH
Sur I'ensemble de 'intervalle [a, b] la méthode de Simpson nécessite 2n+ 1 points

d’appui..

Proposition 7 La valeur approchée de l'intégrale de f sur intervalle |a, b] par
la méthode de Simpson est donnée par :

=t (f(a) O WORDY f(&-))

Proposition 8 Si f est de classe C3, la borne supérieure de erreur entre la
valeur exacte I et la valeur approchée I,, est donnée par :

M.
n

Remarque 2 Dans la cas ot la fonction f est de classe C*, on peut raffiner le
résultat précédent et on obtient la majoration suivante, qui est la plus utilisée :

Proposition 9

M
I —1,| < —2

5
< ggont 0~

Ordre des méthodes numériques

Définition 8 Une méthode numérique est dite d’ordre k si elle est exacte pour tout
polynome de degré inférieur ou égal a k. Par linéarité de ['intégration, il suffit qu’elle
soit exacte pour tout mondme de degré inférieur ou égal a k.

Proposition 10 Pour les trois méthodes étudiées, on a :
a) La méthode des rectangles est d’ordre 0.

b) La méthode des trapézes est d’ordre 1.

¢) La méthode de Simpson est d’ordre 3.

Méthode de Gauss

Pour la famille de méthodes de Gauss, l'intégrale approchée est donnée par la
formule :

I= (b—a) szf(xz)
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On cherche alors les positions x; et les coefficients correspondants w; de maniére a
ce que la méthode obtenue soit d’ordre 2n + 1, c.a.d, exacte pour les monomes :

1, T, To,...,T2p+1

Les w; sont appelées : Poids.

Il existe plusieurs méthodes de Gauss, on s’intéressera particulierement a la méthode
de Gauss-Legendre.

Remarque 3 Généralement les méthodes de Gauss sont présentées sur [’intervalle
[—1,1], pour un intervalle quelconque [a,b], on utilise le changement de variable :

= b—a n a+b
x x

2 2
1. Méthode de Gauss-Legendre & un point (n =0) :

On cherche I'unique point x( ainsi que son coefficient correspondant wy de ma-
niére a ce que la méthode soit d’ordre :

2n+1=2x0+1=1
donc elle doit étre exacte pour les monomes :
Po(z)=1,P(z) =z

-Pour Py(z) =1
L’intégrale exacte est donnée par :

d’ou .
I=1=2wy=2=wy=1

-Pour Py(z) = = :
L’intégrale exacte est donnée par :

1
I—/ xzdx =0
1

L’intégrale approchée est donnée par :
j = 26001'0

d’ou .
I =1=2wixyg=0=20=0

Par suite la méthode approchée est donnée par :

I=2f(0)
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2. Méthode de Gauss-Legendre a deux points (n=1) :
On cherche les positions g et x; ainsi que les coefficients correspondants wy et
wy de maniére & ce que la méthode soit d’ordre :

2n+1=2%x14+1=3
donc elle doit étre exacte pour les monomes :
Py(z) = 1; Pi(z) = ; Po(x) = 2%; P3(2) = 2°

-Pour Py(z) =1
L’intégrale exacte est I = 2, 'intégrale approchée est donnée par :

1 1

On obtient alors ’équation :
wot+w =1

-Pour Py(z) =z :
L’intégrale exacte est [ = 0, I'intégrale approchée est donnée par :

1 1
I~ = Qszpl(.TZ) = 22&)@1’1 =2 (CUO.T() + (JJ1£L’1)
=0

i=0
On obtient alors 1’équation :
Woxo +wixry = 0
-Pour Py(x) = z* :

2
L’intégrale exacte est [ = 3’ I'intégrale approchée est donnée par :

1 1
[=2 ZwZPg(xi) =2 szxf = 2 (wozg + w1z7)
i=0 i=0

On obtient alors ’équation :
2 21
WLy + wir] = 3

-Pour P3(z) = 2*:
L’intégrale exacte est I = 0, 'intégrale approchée est donnée par :

1 1
I=2 Z%R&(%‘) =2 Zwle’ =2 (womg + wlx‘z’)
i=0 1=0

On obtient alors ’équation :
woTh + wi s =3

On obtient alors quatre équations avec quatre inconnues : En résolvant ce sys-

téme on obtient :
1 1 1
Wo+w ==,090=— , X1 = —=

2 VERVE

La méthode est alors donnée par la formule suivante :

i) ()
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3. Méthode de Gauss-Legendre a (n+ 1) points :

Définition 9 On appelle polynémes de Legendre, les polynomes donnés par la
formule de récurence suivante :

1
P(z)=x

Pu(r) = (20— DaPos(a) — (1~ 1)y o()

Proposition 11 L’intégrale approchée est donnée par :

[=2 szf(l'z)
=0

ou
Les x;sont les racines du polynéme de Legendre P, de degré n + 1.
Les w; sont donnés par :
1—a?
(n +1)2P3 ()

W; =

Remarque 4 A partir den = 4 le calcul des x; et des w; se complique. On a le tableau
des valeurs obtenues pour différentes valeurs de n.

n+1 2w; T;
1 2 0
2 1,1 1 !
’ V3 /3
5 585 V3 V3
9'9’9 5’75

1.4 Différentiation numérique

Considérons une fonction f définie par une formule ou un algorithme, dérivable dans
un intervalle. Cette fonction est trop compliquée pour que le calcul analytique de sa
dérivée soit pratique, mais on souhaite pourtant connaitre la valeur numérique de f’.
Pour cela il existe deux approches numériques, I’'une utilise les développements en série
de Taylor et I'autre utilise les formules d’interpolation.

Formule de Taylor :Soit f(x) une fonction possédant (n + 1) dérivées continues
sur l'intervalle [a, b] et soient x et Z deux points de cet intervalle. Alors

f(@) = pn(@) + Ropa(2)

pole) = 1@+ L@y DDy
€ el
R,i1(x) = (n+(1))'(x—x) Hri<é<a

17



Utilisation de la formule de Taylor

Considérons une fonction f : [a,b] — R contintiment dérivable dans [a, b].
Dérivée premiére :
1. Différence finie a droite :
Pour connaitre une approximation de la dérivée premiére de f en un point = de
Ja, b[. Pour un h assez petit et positif, le procédé le plus simple est

f(@+h)— f(z)

- (1.4.1)

f'(x) ~

En effet, si f € C*(Ja,b]) et en utilisant le développement en série de Taylor au
voisinage de Z, on obtient :

f©
2

fl@) = f(@) + f(@)(x—7)+ (z —2)*,& €]z, 7 (1.4.2)

On pose x = T + h, alors h = x — Z, on le remplace dans (2.5.13), on obtient

2
fE+h) = f@) + P @)+ @) daa b il (143)
d’ou " -
pe) = 12t 2 @) _ 34 (€).6 ez, @+ h| (1.4.4)
alnsl . -
fimy ~ L })L — /@ (1.4.5)
avec lerreur o(h) est
b
2. Différence finie a gauche :
De la méme maniére on définit la dérivée d’ordre 1 de f.
fi(z) ~ f(x) = ;:@ —h) (1.4.6)

En effet, si f € C*(Ja,b]) et en utilisant le développement en série de Taylor au
voisinage de Z, on obtient :

f@) =@+ @ -0+ 2 e z2 e (147)

On pose x = T — h, alors —h = x — Z, on le remplace dans (1.4.7), on obtient
h2 "
fE—h=f@ @+ 5 &), Ger-hal (148
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d’out

=TSN D) epona (49)
ainsi
fi(@) ~ f(x) = £<x —h) (1.4.10)
avec lerreur o(h) est
gf”(fz)
. Différence finie centrée :
f(z) = fleth) = f&— ) (1.4.11)

2h
En effet, si f € C3(]a, b]) et en utilisant le développement en série de Taylor au
voisinage de z de f(Z + h) et de f(Z — h) , on obtient :

2 3
f(Z+h) = f(@)+hf'(T)+ %f” (Z) + %f@ (&), & €)T, 7+ h[ (1.4.12)
2 3
FE—h) = F@) ~hf @)+ 1 @)~ o FOE), & eli—hal (1413)
en faisant (1.4.12)-(1.4.13), on obtient :

d’ott la formule centrée d’ordre 2 avec une erreur en o(h?)

fi(@) ~ f@ h);hf(x —h) (1.4.15)

Dérivée seconde : Si f € C*(]a, b[), on a

B = A B+ 2 e 1w v
F@+h) = f@)+hf @)+ f (@) + o F2@) + 3 7). & €]z, 7+ 0]
et

7 — (7 oy P2 n’ 3 (7 h4(4) 7 7
f@=h) = f@)=hf @)+ 5 F (@)= 55 /7 @)+ (&), &2 €]z —h, 7
Donc

4
FE+ 1)+ 1@ —h) = 20(2) + 12f" (2) + 5 [FO(@) + FO(6)]

pour & €]Z, 7 + h[,&s €]T — h, Z[, ainsi

f@+h)—2f(@)+ f(x—h) h’
!

f'(z) = 72 T [FD(&) + fP(&)]

alors - B B )
f”(f) _ f([L' + h) _ 2];(23:) + f(ﬂ? _ h) . % [f(4)(§)}

avec £ € [T+ h,z — h|. d’ou la formule centrée d’ordre 2 de la deuxiéme dérivée

de f est ) ) )
o) = HEH D=2 S =)
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Utilisation des formules d’interpolation

Dérivée premiére :
La formule de Newton s’écrit :

f(x) = f(xo)+[f[xo, x1](x—20)+ f[T0, T1, T] (x—10) (x—21 )+ . .+ f|T0, 21, . . ., xR (x—20) . .. (x—T_1)

(n+1) i
+JZnT1()§!) [ =), € eleoal

On pose wy,(z) = [[/_(z — ;). En dérivant :

/ / / f(n+1) (5) / f(n+2) (6)
f(z) = flzo, z1)wi(z)+. . .+ flxo, x1, - . . 7$n]wn_1($)+—wn(x)+m

(n+1)! w(x), & E]To, Tn

Pour n =1, on a

fla) = fa) | F1©)

f(z) = - 5 [x—x0+x—x1]+f3(§>

2

(z —mo)(z — 1), & €T, 1]

avec h = 1 — xg.
Si & = xg, on obtient

f(x) = fxo+ h})L — f(xo) ;L

Alors la dérivée a droite de f au point zq est

f(xo+h) = f(zo)
h

Si on utilise la formule de Newton régressive, on obtient

flao) = BT L TIO) e gy

[/ () =~

Alors la dérivée a gauche de f au point zq est

P () ~ f(zo) — {L(ﬂﬁo —h)

x0+x1

Maintenant, on choisit x = et on prend x — xg = h, on obtient

Py = LRt

Alors la dérivée centrée d’ordre 2 de f est
fl@+h)—flz—h)
2h

Pour n =2, sion prend x = xg, vty =x + h et x9 =2+ 2h, on a

() = 4f(a:+h)—3];(h:c)—f(x+2h) +%2f3(§), € €lrx+ 20

d’ott la dérivée a droite d’ordre 2 est

)~ 4f(x + h) —3]2’(;) — f(z + 2h)

2
e econ

f'(x) ~
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si on prend x = x9, x1 = x — h et x = x¢y — 2h, on a La formule de la dérivée a gauche
d’ordre 2 est

3f(x) —4f(x —h)+ f(x —2h) N h?

2 §f3<§)’ gE]JZ—Qh,I‘[

f'(x) =

o 3f(2) — 4f(z — ) + f(z — 2h)
r)— r—nh)+ J(z—
f(z) ~
2h
Et maintenant, si x = xg, vty =x — het xo =x+ h,on a

pay = fe-sa=n _p

d’ou la dérivée centrée d’ordre 2 est

f7(&), &€z —hx+h]

Dérivée seconde :
Par le méme principe, pour la dérivée seconde on choisit en général d’interpoler sur
trois points, ce qui donne (dans le cas des points équidistants) :

(3) 2
flz) = f(a:o)+f[:L‘g,a:l](sv—:vo)~l—f[xo,xl,xg](x—xo)(a:—xl)+f () H(x—xi), € €]z, o

g L
Alors
(4) 2
f(@) = flwo, 21] + flwo, w1, 22) (22 — 1 — 20) + ! 3!(5) H(ﬂf — ;)
(3)
Lo 0y e )+ e — ) =] € e
Ainsi
(4)
f"(x) = 2f[xo, x1, Ta] + / 3(5) (22 — 1 — 20) (2 — z2) + (z — x0)(x — 21)]
(5) (3)
AU + o) 2(z — x9) (22 — 21 — o) + (22 — 29 — 21)]

3! 3!
Si, x =x9,x1 =x+ het xo =2+ 2h,on a

f//(ZL’) _ f(.l’—i—Qh) — 2}];(:L'+h) +f<£(]) o 2_hzf4(£) .

d’ou

f”(iL’) ~ f(:)?—f—?h) _2]{2(1‘—}_]1) +f(ZL')

1.4.1 Erreur

Dérivée premier ordre

Théoréme 11 Soient f : R — R, de classe C?, zo € R et h > 0. Alors

Fa=f(m0) ~ filao) <5 _max|7"(a)]

[z0,z0+1]
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Théoréme 12 Soient f : R — R, de classe C?, zo € R et h > 0. Alors

By = |f/a) ~ fyeo)| < & _max_[7(@)

E[xofl,xo]
Théoréme 13 Soient f : R — R, de classe C?, zo € R et h > 0. Alors

2
Eo=|f(w) - fao) < 2 max |fO@)

2 z€[ro—3%,m0+3]

Dérivée seconde
Soient f: R — R, de classe C*, 2o € R et h > 0. Alors
h2

Ec: " o < (4)
[ (z0) — I (20)] < 24 xe[mgﬁoﬂ] |f (x)}

1.5 Equations différentielles ordinaires

1.5.1 Introduction

Définition 10 On appelle équation différentielle ordinaire du premier ordre toute équa-
tion reliant une fonction x(t) et sa dérivée d’ordre 1. D’une maniére générale, elle se
met sous la forme suivante :

d

' f(t,x), telCR (1.5.1)
dt

Résoudre une équation différentielle revient a chercher toutes les fonctions x(t) de

classe C* sur lintervalle I, telle que

dx(t)
= f(t,z(¢
"= (e, a()
Remarque 5 — La dérivée (dfl(tt)> peut étre notée x'.
— Une équation différentielle est d’ordre p si elle implique ds dérivées d’ordre au

plus p.

1.5.2 Probléme de Cauchy

Une équation différentielle admet généralement une infinité de solutions. Pour en sélec-
tionner une on doit imposer une condition supplémentaire qui correspond a la valeur
prise par la solution par un point de l'intervalle.
On considérera par conséquent les problémes dits de Cauchy, de la forme suivante :
trouver x : I C R — R tel que :

{ () = f(ta(t), Ve el (15.2)

.T(to) = 2o

ot f: I xR — R est une fonction donnée, x’ est la dérivée de x par rapport a t, ty est
un point de I et z( est une valeur appelée donnée initiale.
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Proposition 12 On suppose que la fonction f(t,x) est
1. continue par rapport a ses deux variables ;

2. lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable, c’est-a-dire qu’il existe une
constante positive L (appelée constante de Lipschitz) telle que

|f(t,z1) — f(t, )| < L|xy — x|,V € I,V21,29 € R
Alors la solution x = x(t) du probléme de Cauchy (1.5.2) existe, est unique et appartient

a CM(I).

1.5.3 Meéthodes exactes de résolution

a-Equations a variables séparables :

L’équation (1.5.1) est dite a variables séparables si elle se met sous la forme suivante :

dx
— = h(t).
o = h(t).9(z)
qu’on peut I’écrire sous la forme
dx
—— = h(t)dt
9() ®

En intégrant les deux membres, on obtient une relation entre x et t de laquelle on peut
déduire la solution générale de I’équation donnée.
Exemple 2 Soit a résoudre le probléeme de Cauchy suivant :

(G0

L’équation donnée peut se mettre sous la forme suivante :

et

1—|—etdt

xrdr =

b-Equations homogénes :

L’équation (1.5.1) est dite homogene si

FAt, Az) = f(t,x)

En particulier si

1
A= -
t
on a
f(t,.T) = f(]-7 _)
En posant
Tz =u.t
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et en dérivant, on obtient

dx y du n
—=t.—+u
dt dt
I’équation différentielle donnée est alors :
dx
= — (1
des deux égalités précédentes, on obtient :
du
t.— = f(1
d’ou
du ot
f(lu) —u ¢

qui est une équation a variables séparables.
Exemple 3 Soit a résoudre ’équation différentielle :

tr' =vVit2 — 22 42

qui peut se mettre sous la forme :

qui est une équation homogéne
On pose

[’équation devient

c-Equations linéaires :
L’équation (1.5.1) est dite linéaire si elle se met sous la forme suivante :
dx
— =a(t).x + b(t) (1.5.3)
dt
Cette équation est dite avec second membre.
A cette équation on associe I’équation suivante, dite sans second membre :

dx
== a(t).x (1.5.4)

Proposition 13 La solution générale de I’équation (1.5.3) est la somme de la solution
générale de ’'équation (1.5.4) et la soltion particuliére de l’équation (1.5.3).

L’équation (1.5.4) est une équation & variables séparables, sa solution générale est

donnée par :
z(t) = ke k€ R (1.5.5)
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Pour déterminer la solution particuliére de 1’équation (1.5.3), on utilise la méthode de
la variation de la constante.
On cherche la solution particuliére sous la forme suivante :

z(t) = k(t)e®
Pour déterminer k(t), on dérive x par rapport a t et on obtient
2/ (t) = K'(t).e* + Ek(t).a(t).eA®
En remplagant dans I’équation(1.5.3), on a
K ()62 + k(t).a(t).e™™ = k(t).a(t).e*® + b(t)

d’ou
En intégrant, on détermine k(t).

1.5.4 Systémes d’équations différentielles

On consideére le systéme d’équations différentielles du premier ordre dont les incon-
nus sont x1(t) ... x,(t).

xy = fi(t,zy, ... xy,)

2 = fult, 2, ... 2)
ou t €]to, T, avec les conditions initiales
21(to) = %o, - - - Tnlto) = Ton
Ce systéme peut s’écrire sous la forme
X'(t) = AX(t) + B(t)

ot A est une matrice et B(t) une fonction continue qui admet une solution unique.
En pratique, on résout d’abord I’équation homogene

X'(t) = AX(t)

puis on détermine une solution particuliere de ’équation globale.
On peut aussi utiliser 'une des méthodes numériques

1.5.5 Méthodes numériques

On s’intéresse a la résolution par des méthodes numériques du probléme de Cauchy
suivant

Z_y = f(.’E,y),.iE S [avb]
v (1.5.6)
z(a) = yo

(a,yo) étant la condition initiale, yo est une donnée du probléme.

On subdivise U'intervalle [a, b] en n parties égales a I’aide des points :
Loy L1y vy Tp—1,Tpn = b

en utilisant un pas constant

7b—a

h

n
Trois méthodes seront mis en exergue : La méthode d’Euler, les méthodes de Runge
Kutta et la méthode d’Adams.
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a-Méthode d’Euler :
La méthode de Leonhard Euler (1707 — 1783) est une méthode a pas séparé du

premier ordre. Elle consiste a remplacer 'opérateur de dérivation e par le schéma
x

discret <w> dans notre probléme et on obtient le schéma suivant :

Tiy1 =+ h
{ Yir1 = Yi + hf(2i,4:),0 <i <n—1 (1.5.7)

En pratique, la méthode d’Euler n’est pas utilisée, car elle n’offre pas une précision suf-
fisante. Cette méthode est convergente et du premier ordre, car ’erreur de consistance
vaut

1
|y($z) - yi| = §h2f/(07 yi)ac € [%—1;951‘]

b-Méthode de Runge Kutta :

Carl Runge (1856 — 1927) et Martin Kutta (1867 — 1944) ont proposé en 1895 de
résoudre le probléme de Cauchy (1.5.6), le shéma numérique devient :

Tip1 =T+ hy
1.5.8
{ Yirr = Yi + ho(xi, yi, hi) ( )

ou la fonction d’incrémentation ¢ est une approximation de la fonction f(x,y) sur I'in-
tervalle [x;, z;41].

Runge Kutta d’ordre 2 : Revenons au probléme de Cauchy Intégrons les deux
cotés sur 'intervalle [x;, z;,1], on obtient

Vit — 1 = / byt (1.5.9)

Au lieu d’approcher 3/ a l'aide des formules de dérivation approchée on pourrai
approcher l'intégrale dans (1.5.9) a I'aide d’une formule de quadrature numérique. Par
exemple la formule du trapéze donne le schéma numérique suivant :

h
Yit1 — Yi =2 (§f($z‘, Yi) + f(Tit1, yi+1>>

(ke
Yi+1 = Yi 9 9

kl = f(xla Z/z)
{ ko = hf(xi+h,yi + k1) (1.5.10)

Le schéma devient :

avec

Runge Kutta d’ordre 4 : On introduit le point milieu z; 4,/ = x; + 5 et approchant
I'intégrale (1.5.9) par la formule de Simpson, on obtient

h
(f(zi, 1) + 4f (@igrj2, Yirrye) + f(@is1, Yis1))

| o= g

i
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Le schéma implicite devient :

h
Yiv1 = Yi + 6 [k’1 + 2ko + 2ks + k‘4]

avec

(k= J (@i, y3)

h h
ky = f Ii+§7yi+§k1
(1.5.11)
h h
ks = f xi+§>yi+§k2

(| ks = f(2; + h,y; + hks)

c-Méthode d’Adams :

-Méthodes d’Adams-Bashfort :
Revenons a la relation (1.5.9) et écrivons le polynéme d’interpolation P; de f(z, y(x))
aux noeuds (x;_1,y;i1),(Ts, Yi)-

pi(x) = fica + [fi1, fil(@ — ;)

i, ) = P2

sont les différences divisées d’ordre 1. En approchant f dans 'intégrale (1.5.9) par P,
on obtient

Tit1
Yir1 — Yi / Pi(t)dt

3 1
=h <§f1 - §fz1)

3 1
yi+1:yi+h<§fi—§fi1),1§i§n—1

d’ou Pon tire le schéma

Ce schéma est appelé schéma d’Adams-Bashforth. C’est un schéma explicite & deux
pas car y;11 dépend de y; et y;_1.

De la méme maniére si on interpole f aux noeuds x;_s, x;_1, z; par son polynéome de
degré 2, on obtient le schéma suivant :

5 4 23
=y —f o _f - r < i< —
(I yl+h<12fl2 3fz1+12f2>,2_z_n 1
-Méthodes d’Adams-Moulton

Pour obtenir des schémas implicites par la méthode d’Adams on approche f par son
polynoéme d’interpolation P, aux noeuds x;_1,z;, x;11. P> qui s’écrit alors

po(r) = ficr + [ficy, fil(@ — 2ica) + [fic1, fi, final(x — 2ia) (2 — 25)

d’ott en reportant l'expression de P, dans (1.5.9) on arrive a

1 2 5
Yie1r —Yi = h (_Efil - gfz + EfiJrl)
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d’otl le schéma

1 2 5
i1 =Yi+th|——Ffia—5fit 5/ 2<i<n-—1
Yigr = Yi + ( 12f1 3f+12f+1) <1<n
appelé schéma d’Adams-Moulton. C’est un schéma implicite a deux pas.
Les schémas d’Adams-Moulton & p pas (p > 1) sont des schémas implicites, ils sont
obtenus en approchant f dans (1.5.9) par son polynéme d’interpolation obtenu avec
les noeuds t;_pi1,. .., tit1.
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Chapitre 2

équations aux dérivées partielles

2.1 Introduction

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une équation aux déri-
vées partielles abrégée en EDP, est une équation différentielle dont les solutions sont
les fonctions inconnues dépendant de plusieurs variables vérifiant certaines conditions
concernant leurs dérivées partielles.

Les EDP sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles apparaissent aussi bien
dans la mécanique des fluides que dans les théories de la gravitation ou dans 1’électro-
magnétisme (équations de Maxwell).

la résolution des équations aux dérivées partielles est un sujet important. C’est
aussi un domaine treés travaillé et encore en plein développement. A part dans quelques
cas particuliers, il est impossible de calculer explicitement des solutions des différents
modeéles qu’on présentera par la suite. Il est donc nécessaire d’avoir recours au cal-
cul numérique sur ordinateur pour estimer quantitativement et qualitativement ces
solutions.

Il existe de nombreuses méthodes d’approximation numérique des solutions d’équa-
tions aux dérivées partielles. On va présenter dans ce chapitre une des plus anciennes
et plus simples appelée méthode des différences finies et une autre méthode appelée
éléments finis.

2.2 C(C’est quoi une EDP ?

Une équation différentielle partielle trés simple est :
ou
or

ol u est une fonction inconnue de x et y. Cette équation implique que les valeurs u(x, y)
sont indépendantes de x. Les solutions de cette équation sont :

u(z,y) = f(y)

0

ou f est une fonction de y.
L’équation différentielle ordinaire

du
20
dx

a pour solution :
u(z) =c



avec ¢ une valeur constante (indépendante de x). Ces deux exemples illustrent qu’en
général, la solution d’une équation différentielle ordinaire met en jeu une constante
arbitraire, tandis que les équations aux dérivées partielles mettent en jeu des fonctions
arbitraires. Une solution des équations aux dérivées partielles n’est généralement pas
unique.

Pour les EDP, on peut écrire u la fonction inconnue et D,u (notation frangaise) ou
u, (notation anglo-saxonne, plus répandue) sa dérivée partielle par rapport a x, soit
avec les notations habituelles du calcul différentiel :

o
- Oz

Uy

et pour les dérivées partielles secondes :
0%u 0 (Jdu
/U/CE ey = — _
Y oyor Oy \ Oz

2.3 Classification des EDP

Définition 11 On appelle ordre d’une équation aux dérivées partielles l’ordre de la
plus grande dérivée présente dans [’équation.

Les EDP peuvent étre classées suivant une autre méthode si nous considérons des EDP
linéaires du second ordre de la forme

0%u 0%u Pu  Ou  Ou
b d— — = 2.3.1
o * 0x0y +C<9y2 * Ox * e@y T fu=g ( )
0é a, b, c, f sont des fonctions qui dépendent de xet y.
a une analogie avec la classification des coniques selon la forme quadratique
q(z,y) =ax® + by + ey +drt+ey+f=0

1. Si b* — 4ac > 0, I'équation (2.3.1) est hyperbolique.

2. Si b? — dac = 0, 'équation (2.3.1) est parabolique.

3. Si b — 4ac < 0, Péquation (2.3.1) est elliptique.

Si on applique les conditions précédentes aux divers modéles du deuxiéme ordre, en
remplagant le couple (z,y) par les variables (x,t), on obtient les trois types d’équations
les plus connues :

1. équation des ondes : c’est une équation hyperbolique
0%u 1 0%u
—(x,t) — === (z,t) = f(x,1
@) = S ) = (1)
ou ¢ > 0 est la vitesse de propagation de la déformation de I'onde.
2. équation de la chaleur : c’est une équation parabolique
ou 0%u
—(x,t) —p=—=(z,t) = f(x,t
1) — pog (,) = f ()
ol i > 0 est un coefficient donné qui correspond a la diffusion thermique.
3. équation de Laplace ou équation de poisson (une seule variable) : c’est
une équation elliptique
0%u 0%u

w(xvy) + ﬁ(xvy) = f(m,y)
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2.4 Conditions aux limites des EDP

Les problémes aux limites sont des problémes différentielles posés sur un intervalle |a, b|
de la droite réelle, ou sur un ouvert a plusieurs dimensions Q@ C R (d = 2,3), pour
lesquelles les valeurs de I'inconnu (ou de ses dérivées) sont fixées aux extrémités a et b
ou sur le bord 9f) dans le cas multidimensionnel.

Dans le cas multidimensionnel, I’équation différentielle met en jeu les dérivées par-
tielles de la solution par rapport aux coordonnées d’espaces. Les équations qui dé-
pendent aussi du temps (), comme 1’équation de la chaleur ou 'équation des ondes,
sont appelées problémes aux limites et aux valeurs initiales. Pour ce type d’équation
ont doit aussi fournir la valeur de la solution au point ¢ = 0.

En mathématiques, une condition aux limites de Dirichlet (nommée d’aprés Johann
Dirichlet) est imposée a une équation différentielle ou & une équation aux dérivées
partielles lorsque I'on spécifie les valeurs que la solution doit vérifier sur les frontiéres
ou limites du domaine. Voici quelques exemples :

— Pour une équation différentielles :

yl/ + y/ — O
La condition aux limites de Dirichlet sur le 'intervalle [a, b] s’exprime alors
y(a) = aet y(b) = B

ou « et [ sont deux nombres donnés.
— Pour une équation aux dérivées partielles :

Ay+y=20

ou A est 'opérateur de Laplace ou le Laplacien définit par

ou f est une fonction connue définie sur 0f)
Il y a plusieurs conditions aux limites comme celles de Neumann, de Robin,etc.

2.5 Meéthodes numériques de résolution

2.5.1 Méthode des différences finies

Le principe de toutes les méthodes de résolution numériques des équations aux
dérivées partielles et d’obtenir des valeurs numériques discrétes (c’est-a-dire en nombre
fini) qui approchent la solution exacte.

Les problémes différentiels présentés précédemment admettent une infinité de solu-
tions. Pour avoir I'unicité, il faut imposer des conditions aux limites sur le bord 02 de
Q) et pour les problémes dépendant du temps, des conditions initiales en ¢ = 0.

On considére ’équation de Poisson

—u"(z) = f(x),z €]a,b] (2.5.1)
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ou en plusieurs dimensions
—Au(X) = f(X), X = (21,...,20) €Q (2.5.2)

ot f est une fonction donnée et A est le Laplacien.
a- Le cas monodimensionnel :

Dans le cas monodimensionnel, une possibilité pour déterminer de maniére unique
la solution, consiste & imposer la valeur de v en x = a et © = b.

{ —u(x) = f(z),z €]a,b] (2.5.3)

ou « et [ sont deux réels donnés.
L’équation différentielle (2.5.3) doit étre satisfaite en particulier pour z; (noeuds)
intérieure ala, b[, c’est-a-dire :

—u"(x;) = f(zj), 7=1,...,N

On peut approcher cet ensemble de N équation en remplagant la dérivée seconde par
une formule de différences finies. Par exemple, si u :]a, b[— R est une fonction assez
réguliére au voisinage d'un point Z €]a, b[, alors la quantité

u(z + h) — 2u(z) +u(z — h)
12

u'(T) ~

est une approximation de u” par rapport a h. Ceci suggére d’approcher ainsi le probléme
(2.5.3) : trouver {uj}jyzl tels que :

Uj+1 — QUj + Uj—1 - -
{ - 2 = f(z;), j=1,...,N (2.5.4)
up = a,uy1 =3
On obtient alors le systéme suivant :
( us — 2uq + ug
B R f(x1)
Uus — QUQ + Uy
T2 T f(x2)
9 - (2.5.5)
. uN — 2un_1 +un_
- = flana)
uny1 —2uny +un—1 o)
- = N

\ h?

—ug + 2uy — a = h2f(zy)

Uus + 2'LL2 — Uy = th(CCQ)

=94 (2.5.6)
—un +2un_1 — un—2 = h*f(zn_1)

L —/B + QUN —UN—-1 = h2f<$N)
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—ug + 2uy = R f(z1) + @

uz + 2up — uy = h2f(23)

=4 (2.5.7)
—uy 4+ 2un—1 —un—2 = h*f(zn-_1)

2uy —un—1 =W f(zy) +

e
2 —1 0 0 " fa) + 53
-1 2 -1 0 --- 0 s Flas)
0 .o -1 0 us ) f(xs)
& . . =h .
-1 9 -1 UN-1 f($N—1)B
o --- -+ 0 =1 2 un f(xN)"i_ﬁ
<~
Auy, = h2f (2.5.8)
avec up = (uq, - - ,uN)T est le vecteur des inconnus.

T
f - <f((l]1> + %7 f(x2)7 T 7f(xN—1)7 f(xN> + %) ; et A= tridiag(—l, 27 _1> est

la matrice tridiagonale.

b- Le cas bidimensionnel :

On considére le probléme de Poisson (2.5.2), dans une région bidimensionnelle €.

La méthode des différences finies consiste a approcher les dérivées partielles pré-
sentes dans 'EDP a l'aide de taux d’accroissement calculés sur une grille constituée
d’un nombre fini de noeuds. La solution u est alors approchée seulement en ces noeuds.

La premiére étape consiste alors a définir la grille de calcul. Supposons pour sim-
plifier que 2 soit un rectangle |a, b[x]c, d[. Introduisons une partition de |a, b[ en sous-

intervalles |z;, ;41 pour i = 0,--- | N, avec g = a et xy, 41 = b.
Notons par A, = {zg, -+ ,xn,+1} 'ensemble des extrémités de ces intervalles et
h, = max (x;1 — ;) leur longueur maximale.
1=0,-+,Ng
On discrétise de la méme maniére y, Ay = {yo, -+ ,Yn,+1} avec yo = ¢ , Yy, 41 = d

et hy, = maxj—o,... n, (¥j+1 — ;). Le produit cartésien A, = A, x A, définit la grille de
calcul sur Q (voir figure?) , et h = max {h,, h,} mesure le pas de discrétisation.

On cherche les valeurs w; ; qui approchent u(z;,y;). On suppose pour simplifier que
les noeuds sont uniformément espacés, c¢’est-a-dire x; = xg+1th, pouri=20,--- , N, +1
et Y; :y0+lhyj:0, ,Ny+l.

Les dérivées partielles du second ordre peuvent étre approchées par des taux d’ac-
croissements, comme on 1’a fait pour les dérivées ordinaires.

Dans le cas d’une fonction de deux variables, on définit le taux d’accroissement

suivant )
O%u(s, yi)  Wim1j — 2 + Uiy

or2 h2

82u(‘ri7 yz) . U -1 — ZUZJ + Ui j+1 (259)
oy h2
Soit le probléme
—Au = f, sur Q
{ u =g, sur of) (2.5.10)
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avec

u  0%*u
A= 50 T ap
(92/“(3:1'7 yl) aQu(xi’ yz) =
_ ( 92 —+ ayz > = f(xiayj)v sur (2.5.11)

Ui ; = Gij, Vi, ] tels que (z;,y;) € A,

En remplagant (2.5.9) dans notre probléme on obtient

B [ui—lu’ = 2Uij+ Uigry | Wigo1 — 2Uij + Ui

- fzg
h?2 hg |

1 1 1 1 1 1 |
|t + ﬁui,ijUi,j e + ] + 7o Ui+l + it | = i
T y T y y T i

Le systéme obtenu peut étre écrit sous une forme agréable, c’est-a-dire en numérotant
les noeuds (les inconnus) de gauche a droite et de bas en haut. On obtient un systéme
de la forme (2.5.8), avec une matrice A € RY x RY tridiagonale par bloc

A = tridiag(D, T, D)

Elle comporte N, lignes et IV, colonnes et chaque terme est une matrice N, x N,.

La matrice D € RY=*Nz est diagonale et ses coefficients sont ——

h2
)
La matrice T' € Re*Ne est tridiagonale symétrique

. 1 2 2 1
T = trldlag (_h_§7 h_g + h_?2J7 —h—%>
La matrice A est symétrique définie positive.
Exemple 4 Le déplacement transverse u par rapport au plan de référence z = 0 d’une
membrane élastique soumise a un chargement f(x,y) = 8% sin(27x) cos(2wy) qui vé-
rifie le probleme de Poisson (2.5.2) dans le domaine 2 =]0,1[x]0, 1.
On choisit les données de Dirichlet sur le bord 02 de la maniére suivante :

{ 9(0,y) = g(1,y) = 0,y €]0, 1]
g(x,0) = g(x,1) = sin(2rx),Vr €]0,1]

1
On prend h, = 0.25, alors N, = 3 et hy, = 3’ alors N, = 2. La solution exacte de ce

probléme est donnée par u(z,y) = sin(27x) cos(2my).

On reprend le rectangle Q (voir ?7), on le discrétise (voir figure ?7) et on applique
le schéma des différences finies.

Pouri=1,7=1

1 1 1 1 1 1
_ﬁuo,l - ﬁul,o + 2uq 2 + ) ﬁulﬂ - ﬁuzl = fi1
x y x y Y x

Pouri=2,5=1

1 1

1 1 1 1
_ﬁul,l - ﬁuz,o + 2ug; (ﬁ + ﬁ) - ﬁuzz - ﬁus,l = f21
z Y x Yy Y >
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0
Pouri=3,7=1
1
Pouri=1,7=2
1
_ﬁu0’2 —
Pouri=2,7=2
1
Pouri=3,7=2
1

n

math et num 3ELT /exempleEDp.png

0Q

1
1 49 ( 1 n 1 ) 1
—5U30 Uzl |\ 75 T 75 5 U32
h? he ' h2)  h?
1 4o ( 1 N 1 ) 1
UL U2\ 75 T 75 | = 33U13
h? he ' h2)  h?
1 49 ( 1 N 1 ) 1
5 U2.1 U292 | 75 75 | — 75U23
hg h2 hg hi
1 1 1 1
h—gum + 2uz9 h_g + h—g - h—zu?,s
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math et num 3ELT /discrétisation.png

=1 -l ]
1 m ) m il
uo. U3 uz3 Us3 us,
23 [F——b—b—1
o, uLz uz2 sz 14,2
/
bS]
hy=1/3 I Uo.1 uL1 1 us.1 n
= & = = H]
0 025 03 5
% 0 O 7 1 14,
h=0.25

On obtient le systeme d’équations suivant :

2 h2) R p2 h2
z Y Yy T T
1 ) 1 . 1 ) 1 1 for b 1
—T5U11 U1 | 75 T 75 ] — 35U22 — 75U31 = J2,1 T 75U20
h2 h2 hg hi h2 hi
1 1 1 1 1 1
_h_%UQ,l + 2uz; n2 + h_?, - h_ium = fs1+ h—guao + h_g%u4,1
1 1 P 1 n 1 1 ot 1 n 1
——Uga — —U U — 4+ —= | — —=ugs = —u —u
2 0,2 h%/ 1,1 1,2 2 hf/ 2 2,2 1,2 2 0,2 hz2/ 1,3
1 i < 1 n 1 1 fost
—T5U12 — T5U21 U2 | 75 T 75 )] — 375U32 = J22 T 75U23
h2 hi h2 hz h2 h?/
1 1 L9 1 n 1 faot 1 n 1
——Ug9 — —U U —+ = | = —u —u
\ 2 2,2 h?; 3,1 3,2 2 h?; 3,2 hf, 3,3 2 4,2
d’ou on obtient les systeme matriciel
Auh =F
avec
1 1 1 1
21—+ — —— 0 S —
(@+h9 B o Y
1 1 1 1 1
~72 2 (ﬁ + ﬁ) ~72 0 _h_f/ 0
T T Y T
1 1 1 1
0 | (e 0 0 -
h? <h§ hi) hy
A—
1 1 1
R (7
0o -1 o Lo,
hz h2 h2
1
0 0 ——= 0 —
h

( 1 1 1 1 1 1
2uig | 5 + — —SUig — U1 = fi1+ U1 + 770
Yy
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50 =16 0 -9 0 0
—16 50 —16 0 -9 O
0 —16 50 0 0 -9
-9 0 0 —16 50 —16
0 -9 O 50 =16 0
0O 0 -9 0 —16 50
1 1
fl,l“'ﬁul)l“'}ﬂ
for + +
21T 20 —30.4784
1 1 0
F= e e B R Y
- T i -1 _
f172+ﬁu02+h2 13 30.04784
1
f272+ﬁu23 30.4784
1 1
fao+ ﬁu33+ h2
et
Ui,1 —0.7434
U2,1 0
W — us,1 - 0.7434
P we || —0.7434
U292 0
us,2 0.7434

2.5.2 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une alternative a la méthode des différences finies
pour approcher les problémes aux limites. Elle est basée sur la reformulation du pro-
bléme (2.5.3).

a- Le cas monodimensionnel :

Considérons le probléme (2.5.3) et multiplions les deux membres de I’égalité par
une fonction v € C([a,b]) et on intégre I'égalité sur I'intervalle [a, b], on obtient :

" = f
—(2)o(x) = f(2)o(a)

~
@—LZWM@MZAUQM@M

En effectuant une intégration par partie, on obtient :

(' (2)v(x)) = u"(2)o(w) + ' (2)v'(x)
:>/ (u/(x)v(x))/dx:/ u"(x)v(x)dx+/ o' (z)v' (z)dz
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= /ab o (z)v(z)dr = /ab (u’(x)v(w))'dw—/ab o (z)v(x)dr = [u’(w)v(m)]s—/ab o' (z)v'(x)dx
Alors
- /ab u'(z)v(z)de = /ab f(x)v(z)dx

b b
& — [u'@)v(l‘)]z +/ o' (z)v'(x)dx :/ f(z)v(x)dx
Si on suppose de plus que v s’annule aux extrémités z = a et x = 0 ( c’est-a-dire :

v(a) = v(b) = 0), alors le probléme (2.5.3) devient :
trouver u € C! ([a, b]]) tel que u(a) = a,u(b) = 3 et

b b
/u’(:)s)v'(:n)dz:/ f(z)v(x)d (2.5.12)

Cette équation s’appelle formulation faible du probléme (2.5.3).
On discrétise maintenant l'intervalle [a, b], en le subdivisant en (N + 1) intervalles
ou h=ux;1—x;,i=0,..., N, alors "équation (2.5.12) devient :

Z /%M w(@)(w)de = Z /%m f@yv(z)de (2.5.13)

En interpolant v sur chaque intervalle I; = [z;, x;11], on obtient la fonction affine
par morceaux vy, (voir la figure suivante).

v on
I Un
TN I
S -3
d d
1 1
2 TP
- 1 1 1
1 1 1
1."'===_|__‘__:'_4|'__| ]
F) 1 1 1 1 1
& 1 1 1 1 1
R A R i i i i
V2 T
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
L — —— ————
a Iy Ia En—1 TN b T
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On utilise l'interpolation de Lagrange sur chaque intervalle I; = [z;, z;41], on a
vp, = L(z), un polyndéme de degré inférieure ou égale a 1 et sur chaque noeud (x;,y;),
on a vp(x;) =~ v(x;).

avec y; = v(z;).
On prend N = 4, doncon a (xo =Qa,1,T2,T3,Tq = b) et (yo = U(a> =0,y1,Y2,Y3,ys = U(b) = 0)»
on obtient alors

(T — T T — T
Yo + Y1, T € [xg, 1]
Ty — X1 1 — Xy
Tr — T2 r — T
Y1+ Y2, T € [x1, 2]
1 — T2 T2 —T1
Vp =
r — T3 T — T2
Y2 + Y3, T e [an IE3]
To — T3 XT3 — T2
T — T4 r — T3
ys + Y4, T € [x3, T4
\ T3 — T4 Ty — T3
Soit )
T — TIg
) MRS [51507%]
T1 — o
= T — X2
210 : T € [21, 2]
xT1 — T2
(0 ailleurs
( .
i T
: T € [21, 2]
To — 1
= r — X3
() ) T €[22, 23]
To — X3
\ 0 ailleurs
A )
, T € [19, 23]
T3 — X9
= T — T4
@3(1‘) ’ S [:L‘37'T4]
XT3 — T4
(0 ailleurs
Alors

vp(x) = p1(2)yr + w2(2)y2 + 3(x)ys

1 sii=7
Spi(xj):{() J

sinon

On remarque que

qu’on appelle les fonction de base (voir la figure suivante).
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math et num 3ELT /lafonctionphi.png

;-2 Tj—-1 Iy Li41 L4542

De la méme maniére on interpole u sur 'intervalle I;, on obtient la fonction affine
par morceaux uy.

un(z) = o(z)uo + p1(x)ur + pa(x)uz + ps(x)us + pa(z)ug

avec
( T — 1
To— ) VIS [x0>$1]
po(z) =9 "0
L 0 ailleurs
(T —x
T _; ) S [$3,$4]
pa(z) = ! ’
L O ailleurs

Alors I'équation (2.5.13) devient :

> / g () = > / ) (2.5.14)

ou
up € Vi, = {Uh € C°([a,b]), v, = Plsurfi}

On appelle V}, I'espace des éléments finis de degré 1. et
Vp € Vho = {Uh € Vh,Uh(CL) = Uh(b) = 0}

Les fonctions V} sont affines par morceaux. Toute fonction v, de V;¥ admet la repreé-
sentation

N
Un = Z yipi(x)
i=0
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ol
(T — X1

, six e [,
Ty — Xj—1
. = T — Ti41 .
pile) = Tzt g
Ty — Ti41
0 sinon

\

¢i(z) est une famille génératrice de V)2 car
Ap1(x) + Aapa(x) + Asps(z) + ...+ Aven(z) =0

( A1 =0 pour x = x4
Ao =0 pour x = x5
= ¢ A3 =0pour z = x3

\ Ay =0 pour z = xy

donc elle est libre, alors {¢;} est une base de V}?. Donc on peut se contenter de satisfaire
(2.5.14) seulement pour les fonctions de base p;, i = 1..., N. En utilisant le fait que
¢; s’annule en dehors des intervalles I;_; et I;, (2.5.14) donne

/Iiluli uy(2)gi(x)de = / f(x)pi(x)de, i=1,...,N

I;—1U1;

o | w @i+ [ w@i(s = faeiada + | F(@)piz)da

(2.5.15)
On peut de plus écrire
N
Up = Zuz(f)%(x) + apo () + Bon+
i=1
ol
(w; = up(;)
r — T
= Y e )
Po(z) 0— 1 z € [a,24]
T—x
on(w) = 5—= @ € [ow, ]
\ —IN

On insérant ces expressions dans (2.5.15), on obtient

T2 o

w [ @@ [ A @@

Zo z1 1

()b () da = / ? F @) (@)dat

1 —a

T3

w [ b [ b [

1 1 x2

() () de = / " f(@)pa(a)da

i / P / Aot [ @@= [ fads

I; 1; _1UI;

wv [ @@t [ @@ [ )@

In—1 Iy _1Uly In
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s

— [ r@es@do
In_1UIN

Dans le cas particulier ou tous les intervalles ont la méme longueur A, on a

(o] L dans 1
901'_1—_5 ans fi—1

1

30; = — dans Iz'—l
h 1

¢, = —— dans I;

Vi1 = 7 dans I;

On obtient donc 2
2y — uy = h/ f(x)er(x)de + 2
zo

h
—Uiq + 2u; — Uy = h/ f(@)pi(x)dz, i=2,...N—1
I; 1 UI;
—Un_1 + 2uy = h/ f(@)pn(x)de + g
In_1UIN
on obtient le systéme linéaire
Auh = hF

2 o
2 -1 0 0 “ Je @)1 (@)de +

-1 2 -1 0 0 Us fff f(x)pa(x)dx

0 ~1 0 us [0 f(a)ps(x)de

& =h

-1 2 -1 UN-—1 f;;,v_Q f(@)pn-1(x)dz
o -+ -~ 0 -1 2 un f;}f}vj QON(SL')dSE—l-%

Le systéme linéaire obtenu a la méme matrice que celle obtenue dans les différences
finies mais le second membre ainsi que la solution sont différents.
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Chapitre 3

Techniques d’optimisation

3.1 Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant & modéliser, & ana-
lyser et & résoudre analytiquement ou numériquement les problémes qui consistent a
minimiser ou maximiser une fonction sur un ensemble.L’optimisation intervient dans
de nombreux domaines :

— En recherche opérationnelle (probléme de transport, économie, gestion de stocks...).

— En analyse numérique (approximation/résolution de systémes linéaires, non li-

néaires...).

— En automatique (modélisation de systémes, filtrage...).

— En ingénierie (dimensionnement de structures, conception optimale de systémes

(réseaux, ordinateurs...)).

— Dans la théorie des jeux pour la recherche de stratégies.

— En théorie du controle et de la commande.

Beaucoup de systémes susceptibles d’étre décrits par un modéle mathématique sont
optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du modeéle,
du bon choix des variables que 'on cherche & optimiser, de l'efficacité de ’algorithme
et des moyens pour le traitement numérique.

3.2 Problémes d’optimisation

L’optimisation est ’étude des problémes qui s’expriment de la maniére suivante.

Minimisation
Définition 12 Etant donné une fonction f : A — R, trouver un élément T de A tel
que f(z) < f(x) pour tout x € A. On dit que l’on cherche a minimiser la fonction f
sur ’ensemble A.

— La fonction f peut s’appeler : fonction coiit (ou cott), fonction objectif (ou
objectif), critére, etc.

— L’ensemble A est appelé ensemble admissible, et les points de A sont appelés les
points admissibles du probléme & optimiser.

— le point T est appelé solution ou minimum ou minimiseur du probléme.

— On dit que le probléme est réalisable si ’ensemble A est non vide.
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On peut écrire ce probléme de différentes maniéres :

min f ()

min{f(z)| z € A}
min f(A)

ou

re€ A

{ min f(z)

Maximisation
Un probléme de maximisation d’une fonction f est équivalent au probléme de minimi-
sation de —f. On peut le définir comme suit

f(2) < f(7),Va € A& —f(2) > —f()

L’équivalence veut dire ici que les solutions sont les mémes et que les valeurs optimales
sont opposées. En particulier, une méthode pour analyser et résoudre un probléme de
minimisation pourra étre utilisée pour analyser et résoudre un probléme de maximisa-
tion.

Certaines propriétés de f sont maintenues par passage de f en —f (continuité, diffé-
rentiabilité ou linéarité), alors que d’autres, sont détruites par cette transformation ,
par exemple : minimiser f sur A avec f et A convexes, peut étre considérer comme
un probléme facile, alors que : maximiser f sur A avec f et A convexes, est de fait un
probléme d’optimisation trés difficile. La convexité est un exemple de propriété tournée
davantage vers la minimisation que vers la maximisation.

3.2.1 Région admissible

N’importe quel point x satisfaisant les contraintes d’égalités et d’inégalités est dit
point admissible du probléme. L’ensemble de point satisfaisant ces contraintes est dit
région admissible de f(x). Ainsi la région admissible peut étre définie par ’ensemble

A={z|a(z)=0,i=1,....pet¢i(x),j=1,...,¢}

N’importe quel point x qui n’appartient pas a A est dit point non admissible.
— Si les contraintes du probléme a optimiser étaient toutes des inégalités, les
contraintes se divisent en trois parties :

1. Point intérieur est un point pour lequel ¢;(z) > 0 pour tout j. Ceci est un
point admissible.

2. Point au bord est un point pour lequel au moins un ¢;(x) = 0. Ceci peut
étre ou ne pas étre un point admissible.

3. Point extérieurs est un point pour lequel au moins un ¢;(z) < 0. Ceci est un
point non admissible.

— Si une contrainte cgx(z) est nulle durant une itération spécifique, elle est dite
active.

— Si ¢,(Z) est nulle la convergence est atteinte, 'optimum Z est localisé au bord.
Dans ce cas 1a, le point optimal est dit contraint.
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Exemple 5 Résoudre en utilisant la méthode graphique le probléme d’optimisation
sutvant :

max f(X) = 3z + 2y
SC:Ci(X)=2r+y<18
Co(X) =22+ 3y <42
C3(X)=3zx+y<24
Cy(X)=2>0
C5(X)=y >0
— On trace le systeme de coordonnées. On représente la variable‘c en abscisse et

y en ordonnée, qu’on montre dans la figure (77).

math et num 3ELT /exemplel.png

24|

227

281
N

167

C3(X)

— On représente les contraintes. On commence par la premiére, on trace la droite
qu’on obtient si on considere la contrainte comme égale. Elle apparait comme le
segment qui met en relation A et B. On reproduit le processus avec les autres
contraintes.

— La région réalisable est l'intersection des régions délimitées aussi par [’ensemble
des contraintes, que par les conditions de non-négativité des variables, c’est-a-
dire, par les deux azes de coordonnés. Cette région est représentée par le polygone
O-F-H-G-C, en couleur marron.

— Finalement, on évalue la fonction objectif (3x 4+ 2y) dans chacun des points
(résultat qu’on recueilli dans le tableau suivant). Comme le point G fournit la
plus grande valeur a la fonction f(X) et lobjectif c’est de maximiser, ce point
représente la solution optimale : f(X) = 33 avec x =3 et y = 12.
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Sommet | Coordonnées(z,y) | f(X)
0 (0,0) 0
C (0, 14) 28
G (3,12) 33
H (6,6) 30
F (8,0 24

3.3 Outils mathématiques

3.3.1 Formes quadratiques

Définition 13 Soit A une matrice symétrique de taille n x n et b un vecteur de R™.
La forme quadratique q : R — R est définie par

1
q(z) = 5:17TA$ — b

Définition 14 Soit A une matrice symétrique de taille n x n. On dit que A est semi-
définie positive (SDP) et on note A >0, lorsqu’on a

T Ax > 0,V € R"
A est définie positive (DP) et on note A > 0, lorsqu’on a
tT Az > 0,Vr € R", z # 0
On peut relier cette définition avec les valeurs propres de la matrice A.

Proposition 14 Soit A une matrice symétrique de taille nxn. On note \j, 1 =1,...,n
ses valeurs propres (réelles). On a les équivalences suivantes :

A>0 N\ >0i=1,...,n

Remarque 6 Lorsque la matrice A est définie positive (resp. semi-définie positive),
on dira que q(x) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive).

3.3.2 Différentiabilité

Définition 15 Soit une fonction f : R™ — R™ représentée dans la base canonique de
R™ par le vecteur

fi(x)
fla)=|
continue en a. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire ,
notée f'(a), telle que pour tout d € R™ on ait

fla+d) = f(a)+ f(a)d+ |[d] €(d)

[N

. On

ot € est une fonction continue en 0 qui vérifie (liirr(l) e(d) =0 et |d| =25, di)
%

appel f'(a) la dérivée de f au point a.
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Proposition 15 Soit f : R" — R™ différentiable en a. Alors

t—0 t

Cette méthode d’estimation du gradient est souvent appelée différences finies qu’on a
déja vu dans le deuxiéme chapitre. La quantité f'(a)d est la dérivée directionnelle de
f au point a dans la direction d.
La proposition suivante fait le lien entre la matrice de f'(a) et les dérivées partielles de
f au point a.
1. Calcul de la dérivée premiére :
Proposition 16 Soit f : R — R™ différentiable en a. Alors on peut représen-
ter la matrice de f'(a) dans les bases canoniques de R™ et de R™ et on a

(f'(a)y) = g—;‘;<a>

On appelle souvent f’(a) la matrice jacobienne de f au point a. Lorsque m = 1
on adopte une notation et un nom particuliers :

le gradient est le vecteur noté V f(a) et défini par

fla) =V f(a)"

On a alors
fla+d) = f(a) + Vf(a)'d +||d] e(d)
2. Calcul de la dérivée seconde : Danslecasm =1, f: R* - R
Définition 16 L’application f : R® — R est dite deux fois différentiable s’il
existe une matrice symétrique V2 f(a) telle que
fla+d) = f(a) + Vf(a)'d+d"Vf(a)d + |d|[* e(d)

On appelle V2 f(a) matrice hessienne de f au point a. Comme ’énonce le théo-
réme suivant, cette matrice s’obtient & partir des dérivées secondes de f :

Théoréme 14 Soit f : R® — R deux fois différentiable en un point a. Si on
note g(x) = V f(z), alors la matrice hessienne est définie par V2 f(a) = ¢'(a),

soit
P f;

(VQf(a)ij) = axiaxj

(a)

3.3.3 Notions de convexité

En mathématiques, le mot « convexe » est utilisé dans la désignation de deux notions
bien distinctes :

— Lorsqu’il se rapporte a une forme géométrique, un ensemble de points, il renvoie

au concept d’ensemble convexe .

— Lorsqu’il se rapporte a une fonction, il renvoie au concept de fonction convexe.

En économie, la convexité est un indicateur de risque de taux directement lié au concept
mathématique de fonction convexe.
Un objet géométrique est dit convexe lorsque, chaque fois qu’on y prend deux points
x et y, le segment [x,y| qui les joint y est entiérement contenu. Ainsi un cube plein, un
disque ou une boule sont convexes (voir figure 3.1), mais un objet creux ou bosselé ne
'est pas (voir figure 3.2).
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FIGURE 3.1 — ensemble convexe

FIGURE 3.2 — ensemble non convexe

Ensemble convexe

Définition 17 Soit x; et xy deur vecteurs de R". Le segment de droite rejoignant
l’extrémité de ces vecteurs, ’ensemble des points :

D={zeR"/z=ar1+ (1 —a)ry,0 <a <1}

Exemple 6 Considérons les deux vecteurs x1 = ( g > et Ty = ( L >

4
Soit [S1, 53] le segment de droite reliant les extrémités de x; et xs.

[Sl,Sz]:{xeRz/x:a<g>+(1—a)<i),0§a§1}

En faisant varier la valeur de a entre 0 et 1, on obtient les points de segment :

1
a=0 x=<4>=52

—
[}

W W NI
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Fonction convexe

Définition 18 Soit S un ensemble convexe de R™, f : S — R est dite convere sur s
St

V(z,y) € S*Va € [0,1], f (ax + (1 — a)y) < af(z) + (1 — o) f(y)

On dit que f est strictement convexe sur S si pour x # 1y :

Y(z,y) € S%,Va € [0,1], f (ax + (1 — a)y) < af(z) + (1 —a)f(y)

Caractérisation de la convexité en terme de hessien

Proposition 17 5i f : R — R est deux fois continiment dérivable sur un ensemble S
conveze, alors f est conveze si et seulement si f"(x) > 0,Vo € S et f est strictement
conveze si et seulement si f"(x) > 0,Vx € S

Ce résultat se généralise pour n > 1 : le résultat suivant fait le lien entre le hessien et
la propriété de convexité.

Théoréme 15 St f : R* — R" est deux fois contintiment dérivable sur un ensemble S
convexe, alors f est conveze si et seulement si V2 f(x) > 0,Vz € S et f est strictement
conveze si et seulement si V?f(x) > 0,Yzr € S

Corollaire 2 Soit f une forme quadratique définie par

1
f(x) = §wTH:1: — b

Alors f est conveze si et seulement si H > 0, et strictement convexe si et seulement si
H > 0.

49



Cela provient du fait que V?f(z) = H.
Dans le cas ou la fonction f n’est supposée qu’une fois différentiable, on a le résultat
suivant :

Théoréme 16 Si f : S C R®™ — R une fonction une fois différentiable, alors f est
convexe si et seulement si

fy) > flx)+ VT f(z)(y —x),Y(z,y) € 5?

La fonction f est strictement convexe si et seulement si

fy) > f(@) + VT f(z)(y —x),V(z,y) € 5?

3.3.4 Types d’extremum

Définition 19 Un point € A est dit un minimiseur local de f(x) sl existe un € > 0
tel que

f(@) < f(z)
S0
rE€Aet|r—2| <e

Définition 20 Un point & € A est dit un minimiseur global de f(x) tel que Vx € A
f(@) < f(2)
Un minimiseur global est un minimiseur local.

Exemple 7 Soit f(z) =2 +y* +zy+1
1. Déterminer les points critiques de f.

2. Etudier les extremums locauz de f.

Solution

1. On calcul les dérivées partielles de f :

of B of B

Si (z,y) est un point critique de f, il vérifie donc le systéme

204+y =0
r+2y=20

(0,0) est donc le seul point critique de f.

2. Les extremums locaux d’une fonction différentiable ne pouvant étre atteints
qu’en un point critique, il suffit d’étudier si (0,0) est un extremum local. En
faisant un développement carré de f on obtient :

flz,y) = (m—l—%y) —i—Zyz—l—l > 1= £(0,0)

Ainsi, (0,0) est minimum local et méme global de f.
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3.3.5 Conditions nécessaires pour un minimum local

Le gradient g(z) et le Hessien H (z) doivent satisfaire certaines conditions en Z (mini-
miseur local). Deux conditions vont étre présentées :

1. Conditions qui vont étre satisfaite en  Ce sont des conditions nécessaires.

2. Conditions qui vont garantir que Z est un minimiseur local. Ce sont des condi-
tions suffisantes.

La direction

Définition 21 Soit 6 = ad une variation de x ou o > 0 et d le vecteur direction. St
A est la région admissible et une constante & existe telle que

r+adeA
pour tout o avec 0 < o < &, alors d est dite direction admaissible au point x.
Ezxemple 8 La région admissible d’un probléme d’optimisation est donnée par :
A={x/x1 > 2,29 >0}

Lequel des vecteurs dy = (=2 2)T, dy = (0 2)T, d3 = (2 0)T est une direction admissible
aur points v1 = (4 )T, 29 = (2 3)T et 23 = (1 4)T 2

Solution

\\\\\ VR

-' \\i\\\\\§ AW

|
S A i

4

“ NI

2

Xy
FIGURE 3.3 — les vecteurs direction

D’apres la figure (5.3), on les résultats suivants :
— dy est une direction admissible au point x1 pour tout 0 < a < 1. car on a

1 +ad € A
o 4—2a>2 N «
1+ 20> 2 o>

— dy nest pas une direction admissible au point .
— dy est une direction admissible aux points x1 et xo pour un a > 0.

IN
N | =
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— d3 est une direction admissible aux points x1 et xo pour un & > 0.
— dy, dy et d3 ne sont pas des directions admissibles au point x3, car x3 n’appartient
pas a la région admissible.

Conditions nécessaires du premier ordre

La fonction objectif doit satisfaire deux types de conditions dans le but d’avoir un
minimum, dites, conditions du premier et du second ordre. Les conditions du premier
ordre utilisent le gradient.

Théoréme 17 1. Si f(x) € C' et T un minimiseur local, alors

9()"d >0

pur toute direction admaissible d au point .

2. Si T est localisé a 'intérieur de A, alors

9(z) =0

Conditions nécessaires du second ordre

Les conditions nécessaire du second ordre utilisent non seulement le gradient mais
aussi le Hessien. Soit d est une direction arbitraire au point z. Rappelons que,la forme
quadratique d” H(z)d est dite D.P,si d' H(x)d > 0 S.D.P, si d" H(z)d > 0, S.D.N si
d"H(z)d <0 et D.N si d"H(x)d < 0, pour tout d # 0 au point z. Si d” H(x)d admet
des valeurs positives et négatives est dite indéfinie.

Théoréme 18 — Si f(x) € C? et & un minimiseur local, alors pour toute direction
admissible d au point T

1. g(x)Td >0
2. 8ig(x)Td=0,d"H(z)d >0
— Si T est localisé a lintérieur de A, alors
1.
9(z) =0
2. d"H(z)d >0, Vd # 0.

Exemple 9 Soit 7 = (£ 0)T un minimiseur local du probleme

1

2

min f(X) =2> -2 +y +ay
SC:x>2,y>0

Montrer que les conditions nécessaires du second ordre sont vérifiées.

solution
Les dérivées partielles premiéres de f sont :

of - of _
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Si d = (d; dy)T est une direction admissible, on obtient
g(@)'d = (2zyy — 1)di + (z + 1)dy
au point r =&
g@aszzng

Sidy,>0,o0na
g(f)Td >0

Alors les conditions nécessaires du premier ordre sont vérifiées.
Sids =0
9(z)'d=0

H@y—(fé)

d"H(z)d = 2d? > 0

le hessien est

et

pour toute valeur de d;, les conditions nécessaires du second ordre sont vérifiées.

3.3.6 Classification des points stationnaires

Si les points extremums appelés minimiseurs et maximiseurs, sont localisés & I'inté-
rieur de la région admissible, ils sont appelés points stationnaires lorsque g(z) = 0 en
ces points. Un autre type de points stationnaires est le point selle ou point col.

Dans le cas d’une fonction a deux variables z = f(z,y), le graphe est une surface
dans l'espace a trois dimensions. Une telle fonction présente un maximum au point
M (o, yo, f(xo,v0)) si f(zo,yo)) atteint une valeur supérieure a toutes celles qui prend

f(z,y) au voisinage de x = zg et y = yp .

De méme, f(z,y) posséde un minimum au point M (zo, yo, f(x0,%0)) si f(xo,yo)
atteint une valeur inférieure a toutes celles que prend f(x,y) au voisinage de x = z0

et y =190 .
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Il en résulte qu’au point M (xg, yo, f(x0,y0)), il existe un plan tangent horizontal.
Ce plan tangent est engendré par deux tangentes, elles-mémes déterminées par :
of _of

— et —

or Oy

Ainsi, la condition nécessaire a l’existence d’un extremum est la suivante

af af\ _
(55) -0

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. En effet, il existe des fonctions pour
1 11 or _of
esquelles — = —

d or 0Oy
parle de point-selle.
Il est toujours possible de trouver un point situé au-dessus du point-selle et un autre
au-dessous, ceci quelque soit le voisinage du point-selle considéré. Notons encore, qu’en
un point-selle la fonction présente un minimum pour 'une des variables et un maximum

pour l'autre variable.

= 0 sans qu’il existe un extremum en ce point. Dans ce cas, on

Il faut donc remplir une condition suffisante qui est la suivante :

_PfOrf 9f \°
D_8m23y2_<8x8y> >0

Ainsi on obtient le résultat suivant :
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Résulat :
Soit M (xq, Yo, f(x0,yo)) le point en lequel :

o _ o1\ _,
or  Oy/)
Alors, si on ce point

92 f

1. 922 >0et D >0, f posséde un minimum au point M.
x
0*f . : :
2. 922 <0et D >0, f posséde un maximum au point M.
x

3. 81 D < 0, f posséde ni un minimum ni un maximum au point M, mais un
point-selle.

4. Si D = 0, on ne peut rien conclure.

Exemple 10 Soit la fonction f(z,y) = —x® — y* et son plan tangent d’équation z =
x4+ y. Résolvant le systéme d’équations suivant :

of 0

gﬁ @{—235:0 <:>{3L":O

9l _o —2y=0 y=0

dy

Donc, il existe un point stationnaire qui M = (0,0,0). Pour connaitre la nature de ce
point, il suffit d’appliquer le résultat précédent.On trouve alors :

’f
0x?

Done, M = (0,0,0) est un maximum comme le montre la figure suivante

=-2<0etD=4>0

Exemple 11 Soit la fonction f(z,y) = x*+y?* et son plan tangent d’équation z = x+vy.
Résolvant le systéme d’équations suivant :

of
g—_o L w=0 _ fa=0
dy
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Donc, il existe un point stationnaire qui M = (0,0,0). Pour connaitre la nature de ce
point, il suffit d’appliquer le résultat précédent.On trouve alors :

0 f

Done, M = (0,0,0) est un minimum comme le montre la figure suivante

Exemple 12 Soit la fonction f(z,y) = —2® + y* et son plan tangent d’équation z =
x +vy. Résolvant le systéme d’équations suivant :

of
g—_o o =0 fa=0
jzo 2y=20 y=0
dy

Donc, il existe un point stationnaire qui M = (0,0,0). Pour connaitre la nature de ce
point, il suffit d’appliquer le résultat précédent.On trouve alors :

0*f

X

Done, M = (0,0,0) nest ni un mazimum ni un minimum, c’est un point-selle comme
le montre la figure suivante
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3.4 Meéthodes d’optimisation unidimensionnelles

Les méthodes unidimensionnelles sont utilisées dans 1’optimisation de fonctions &
une seule variable. Elles peuvent étre classées en deux groupes :
1. Les méthodes de subdivision d’intervalles :
Elles consistent a se rapprocher de 'optimum par réductions successives de 'in-
tervalle de recherche complet, en tenant compte de la valeur de la fonction aux
extrémités de chaque sous-intervalle exploré séquentiellement.

— La méthode la plus simple de dichotomie classique utilise un facteur de

réduction constant de 3

— Dans la méthode de Fibonacci, le facteur de réduction est adapté au cours
de la recherche : il est défini comme le rapport de deux termes consécutifs
de la suite de Fibonacci (ce facteur tend vers le nombre d’or égal a %g)
L’intérét de la méthode réside dans le fait qu’a chaque itération, la valeur de
la fonction est évaluée en un seul point pour la détermination de l'intervalle
suivant. L’autre extrémité du nouvel intervalle de recherche est déduit des
points testés lors des itérations précédentes

— La section dorée ou méthode du nombre d’or est tres similaire & la méthode

de Fibonacci. Elle utilise un facteur de réduction égal au nombre d’or.
Les techniques de subdivision d’intervalles peuvent s’appliquer a des fonctions
éventuellement discontinues. Elles nécessitent que ces derniéres soient unimo-
dales. Dans le cas contraire, elles ne garantissent pas la convergence vers 1’opti-
mum global. Par ailleurs, 'optimum ne peut étre localisé "exactement". Il est
seulement possible d’obtenir sa valeur dans un certain intervalle d’incertitude
(I'intervalle obtenu a la derniére itération a la suite des subdivisions successives).
La précision de la recherche est fonction de I'intervalle de départ et du nombre
d’itérations. Elle peut étre améliorée en augmentant le nombre de subdivisions.

2. Les méthodes d’interpolation :

— Les méthodes Lagrangiennes s’efforcent de se rapprocher de 'optimum par
réductions successives de 'intervalle de recherche, en interpolant la fonction
par un polynéme d’ordre n.

— La technique d’interpolation quadratique (parabolique) de la fonction par
un polynoéme d’ordre 2 est la plus populaire.

Dans cette section on s’intéresse a la méthode de la section dorée et la méthode d’in-
terpolation parabolique.

3.4.1 Meéthode de la section dorée

Un probléme d’optimisation unidimensionnel est définit par
min F' = f(x)

ou f(z) est une fonction a une seule variable. Ce probléme a une solution si f(z)
posséde un seul minimum dans un intervalle considéré [a, b], ot a et b sont les limites
inférieure et supérieure respectivement du minimiseur z.

Dans les méthodes de Recherche Linéaire, Z appartient a un intervalle [a,b] appelé
intervalle d’incertitude, le but est de réduire d’'une manieére itérative 'intervalle jusqu’a
obtenir le plus petit intervalle [a,,, b,| qui contient Z.
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Définition 22 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On dit que f est unimodale s’il
existe un x. €la,b| tel que f soit strictement décroissante sur [a,x.| et strictement
croissante sur [, b]. On a donc un minimum local strict en x, (c’est méme [unique
minimum global sur [a,b] ).

Définition 23 Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et trois réelsa < ¢ < b
de I. On dit que le triplet (a,c,b) est admissible pour le probléme de minimisation de

fsiona f(a) > f(c) et f(b) > (o).

Si f(a) = f(c) ou f(b) = f(c) alors la le minimum il est dans a ou dans b.

Objectif de la méthode

La méthode de la section dorée consiste a s’arranger pour que la taille du triplet
soit divisée d'un facteur constant a chaque étape. On s’apercoit alors que cela contraint

ce facteur a étre p = %5
On se donne une fonction f continue sur l'intervalle [ag, by]. On pose
1
a=—
¥

Co = ag + (1 — CK)(bO — CL())
et
d() = Qo —|— O./(b() — CL())

On calcul f(ag),f(bo),f(co) et f(dy) et on suppose quun des triplets (ag, co, by) ou
(ap,do, by) est admissible. On définit les suites par récurrence :

— Si f(en) < f(dy), alors le triplet (an, ¢, d,,) est admissible et on pose

(an—i-l; dn—i—la bn—i—l) = (aTu Cn, dn)

et
Cnt1 = Qpy1 + (1 - Oé) (bn+1 - an+1)

On a simplement besoin de calculer f(c,41), puisque f(ani1), f(dni1) et f(bpi1)
sont déja connues. Si f(¢,) > f(d,), alors le triplet (¢, d,,b,) est admissible et
on pose

(an+17 dn+1, b'rH-l) - (Cnv dna bn)
et

dni1 = Angr + (bpy1 — any)

On a simplement besoin de calculer f(d,,+1), puisque f(an+1), f(cni1) et f(bpy1)
sont déja connues.
Algorithme

S

1+
2

poser ¢ =
poser ag = a
poser by = b
pour i =0,..., Npaa
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poser ¢ = a; + E(bZ —a;)

poser d' = a; + é(bl — a;)
Si (f(d) < f(d')) alors

poser a; 11 = a;

poser b1 = d’

Sinon si (f(¢') > f(d')) alors
poser a;41 = ¢

poser b1 = b;

Sinon si (f(¢') = f(d')) alors
poser a; 1 = ¢

poser b1 = d’

fin pour si

fin pour ¢

Ici, le N,,q. est le nombre maximal d’itérations que I'on se fixe. A cette fin, on doit
valider un critére d’arrét de la forme : [b;11 — a; 41| < €, ot € est erreur (ou tolérance)
que 'on se permet sur la solution z du probléme.

3.4.2 Interpolation parabolique (quadratique)

La méthode d’interpolation quadratique consiste a approximer ’expression de la
fonction objectif par un polynéme du second ordre

p(x) = ap + a1z + axx?
ou ag, by et ¢y sont des constantes. Soit

p(zi) = flzi) = f; (3.4.1)

pour i = 1,2,3 o [z, 23] est I'intervalle qui contient le minimiseur de f(z).
Considérons que les valeurs de f; sont connues, ainsi ag, a; et as peuvent étre déduite
par la solution du systéme (3.4.1).

Interpolation en un point

La premiére dérivée de p(z) est donnée par :
P (z) = ay + 2asx

Sip/(z) =0 et ag # 0 alors le minimiseur de p(x) est déduit par

Ty = —
2&2

En résolvant simultanément les équations du systéme (3.4.1), on trouve
(v3 — @) fi + (23 — ) fo + (2] — 23) f5
(21 — 22)(21 — 23) (02 — 73)

_ (wg —3) f1 + (x5 — x1) fo+ (21 — 22) f3
(x1 — @2) (21 — 23) (T2 — T3)

a] = —
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Ainsi

(v3 —a3) fi + (a3 — a) fo + (2 — 23) f3
2[(z2 — x3) f1 + (x3 — 1) fo + (21 — 72) 5]

Ty = —

Si p(z) est une bonne approximation de f(x), alors x, sera une bonne estimé de .
Interpolation en deux points

Ici, on considére que les valeurs de f(z) et de ces premiéres dérivées sont connues
en deux points distincts. On peut écrire :

p(x1) = ap + a1y + aﬂ% = f(z1) = f1

p(x2) = ap + a1 + aﬂ% = f(z2) = fo
p/(iUl) = a1 + 2a71 = f{

La solution de ces équations donne

d’oll

2z [fi(x1 — z2) — (f1 — f2)]

a; = fi — = 1)
_ f{(l’l - 332) - (fl - f2)
’ (21— 22)?
_ f{(x2 —$1)2
TSR~ fat files— o)

Maintenant si la dérivée est connue en deux points x; et x5 alors

3.9

Meéthodes d’optimisation multidimensionnelles

Les méthodes multidimensionnelles sont consacrées a 'optimisation de fonction a
un parameétre ou plus. On peut les classés de la maniére suivante :
— Elles sont dites d’ordre 0, si elles n’utilisent que la valeur de la fonction. Ces

méthodes ont pour avantage de se passer du calcul du gradient surtout lorsque la
fonction n’est pas différentiable ou lorsque le calcul de son gradient est complexe
ou représente un cotit important. Leur inconvénient et qu’elles sont peu précise
et convergent trés lentement vers 'optimum.

Elles sont dites d’ordre 1, si elles nécessitent en plus le gradient de la fonction.
Elles ont pour avantage d’accélérer la localisation de 'optimum, car le gradient
donne une information sur la direction de recherche de la solution par contre,
elles ne sont applicables qu’aux problémes dans lesquels la fonction est contint-
ment différentiable.

— Elles sont dites d’ordre 2, si elles utilisent le gradient et le héssien de la fonction.
Les méthodes multidimensionnelles peuvent étre divisées en deux groupes :
— les méthodes analytiques ou de descente :se basent sur la connaissance

d’une direction de recherche, souvent donnée par le gradient de la fonction.
Comme exemple il y a les méthodes de descente : gradient & pas fixe ou a pas
optimal, la méthode du Gradient Conjugué et les méthodes Newton et Quasi-
Newton.
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— Les méthodes heuristiques (géométriques) : elles explorent I’espace par
essais successifs en recherchant les directions les plus favorables. On emploie le
plus souvent la stratégie de Hooke et Jeeves, la méthode de Rosenbrock, ou la
méthode du simplex de Nelder et Mead. Toutes ces techniques sont déterministes
et locales mais elles sont beaucoup plus robustes que les méthodes analytiques
classiques, en particulier si la fonction objectif est discontinue ou bruitée. Par
contre, elles deviennent contre indiqué lorsque le nombre de paramétres est élevé.

3.5.1 Meéthodes de descente

Dans cette section, on va s’intéresser aux algorithmes de calcul de minimum et plus
particuliéerement aux algorithmes de descente. Partant d’un point x, arbitrairement
choisi, un algorithme de descente va chercher a générer une suite d’itérés (zy)ren telle
que

Vk €N, f(wg+1) < flxr)

Définition 24 Soit f : R™ — R une application continue. Soit x € R™ et d € R™. La
dérivée directionnelle en x dans la direction de d est définie par

df (z;d) := lim flattd) — f(z)

t—0t t

st cette limite existe.

Proposition 18 Si f est différentiable en un point x € R™ alors pour tout d # 0, f
admet une dérivée dans la direction d en x et

df (v;d) = Df(w)(d) = Vf(x)"d

La dérivée directionnelle donne des informations sur la pente de la fonction dans la
direction d, tout comme la dérivée donne des informations sur la pente des fonctions a
une variable. En particulier,

— Sidf(x;d) > 0, alors f est croissante dans la direction d.

— Sidf(z;d) <0, alors f est décroissante dans la direction d.
Dans ce dernier cas, on dira que d est une direction de descente de f.

Direction de descente

Définition 25 Soit f : R" — R et x € R” et d € R". Le vecteur d € R™ est une
direction de descente pour f a partir du point x sit — f(x + td) est décroissante en
t =0, c’est-a-dire il existe un o > 0 tel que

VO<t<a,flz+td) < f(x)

df (z:d) := ti LETID =)

t—0t t

st cette limite existe.

Parmi toutes les directions de descente existantes en un point x donné, il est naturel
de s’intéresser a celle ou la pente est la plus forte. Un résultat remarquable montre que
cette direction est donnée par l'opposé du gradient.
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Proposition 19 Soit f une fonction différentiable en un point x € R™ alors pour toute
direction d # 0 de norme constante égale a ||d|| = |V f(x)]|, on a

(=Vf(2)"Vf(z) <d"Vf(z)

Algorithme général pour les méthodes de descente

Données : f supposé au moins différentiable, zy point initial arbitrairement
choisi. Sortie : une approximation de la solution du probléme :

min f(z)

1. k=0
2. tant que le test de convergence n’est pas satisfait

— Trouver une direction de descente dj, telle que
Vf(zp)Td <0
— Choisir un pas ay > 0 a faire dans la direction dj tel que :
[y + ardy) < f(zy)

— On pose xp1 = +apdi; k=k+1

3. Retourner z;

Tests d’arréts

Soit  un point de minimum local du critére f & optimiser. En pratique, un test d’ar-
rét devra étre choisi pour garantir que l'algorithme s’arréte toujours apreés un nombre
fini d’itérations et que le dernier point calculé soit suffisamment proche de 7 .

Soit € > 0 la précision demandée. Plusieurs critéres sont & notre disposition : tout
d’abord un critére d’optimalité basé sur les conditions nécessaires d’optimalité du pre-
mier ordre : on teste si

IV (x| < e

auquel l'algorithme s’arréte et fournit 'itéré courant x; comme solution.
En pratique, le test d’optimalité n’est pas toujours satisfait et on devra faire appel a
d’autres critéres comme :

[ ka1 — wl] < €|z

|f(zri1) = flan)| < ela]

ou fixé le seuil du nombre minimal d’itération a I'avance (k < Kpax)-
La convergence

Il est important de garantir la convergence d’un algorithme sous certaines hypo-
théses. Etudier la convergence d’un algorithme, c¢’est étudier la convergence de la suite
des itérés générés par 1’algorithme.
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Définition 26 Soit un algorithme itératif qui génére une suite (xy)ren dans R™ afin
de résoudre le probléeme :

min = f(z)

ot f : R" — R est une application de classe C*. L’algorithme est dit globalement
convergent si quel que soit le point initial xqg € R™

Jim [V £ ()] =0

Cette propriété garantit que le critére d’arrét ||V f(z)|| < e sera satisfait a partir d’un
certain rang quelle que soit la précision € > 0 demandée.
Méthode du gradient

La méthode du gradient fait partie des classes de méthodes dites de descente. Soit
zy, € R™ I'itéré courant. Etant donnés la valeur f(xy) et le gradient V f (), on remplace
f au voisinage de x, par son développement de Taylor au premier ordre :

flaw +d) = flzp) + YV f(ar)"d

On voudrait que la dérivée directionnelle V f(x;,)7d d soit la plus petite possible dans
un voisinage de d = 0. On cherche donc a résoudre :

min Vf(ze)'d,  S.Cld|| = ||V.f (k)|

deRX

dont la solution nous est donné par

dr = =V f(x1)

Le choix de la direction de plus forte descente définit une famille d’algorithmes appelés
algorithmes de descente de gradient dont le schéma est le suivant :

Données : f, ry premiére approximation de la solution cherchée, e > 0 précision
demandée. Sortie : une approximation z, de la solution du probléme V f(z) =0

1. k=0
2. tant que le test de convergence n’est pas satisfait
— Trouver une direction de descente dj. telle que

dr, = =V f(xr)
— Choisir un pas aj > 0 a faire dans la direction dj, tel que :
[k + apdy) < flaw)

— On pose xp1 = +apdp; k=k+1

3. Retourner zy,

Il reste maintenant & définir une stratégie de calcul du pas. Nous étudions ici en
premiére approche une méthode a pas optimal, puis une a pas fixe.
1. Gradient a pas optimal :
Une idée naturelle consiste a suivre la direction de plus forte descente et a
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faire un pas qui rende la fonction & minimiser la plus petite possible dans cette
direction. Cette méthode est appelée méthode de gradient a pas optimal ou
encore méthode de plus forte pente.
On remplace dans 'algorithme de descente du gradient I’étape : Trouver une
direction de descente dj, telle que dy, = —V f(xy), par Calculer un pas optimal
ay, solution de :

ran>i{)1f($k + audy,)

la résolution du probléme de minimisation unidimensionnel de cette étape, méme
de fagon approchée, cotite cher en temps de calcul. Pour ces raisons, on peut lui
préférer parfois I'algorithme de gradient & pas constant (ou a pas fixe).

2. Gradient a pas fixe :
L’idée est trés simple : on impose une fois pour toutes, la taille du pas effectué
selon la direction de descente calculée & chaque itération. Les étapes : Choisir
un pas o > 0 a faire dans la direction dj, tel que : f(zy + axdr) < f(zx) et
Tpa1 = Tp + apdy ; kK = k + 1 de 'algorithme de descente de gradient sont alors
remplacées par :

Tpy = xp — aV f(xy)

3. Méthode de la plus forte pente avec Hessien :
Si le Hessien de f existe et peut étre calculé, la valeur a qui minimise f(xy+ady)
peut étre déterminée en utilisant le développement de Taylor a 'ordre 2 et en
posant V f(xy) = gg, on obtient

f(xk + &dk) ~ Jk + (ozdk)Tgk + %(adk)TH(:vk)(adk)

et si dj, est la direction de la plus forte pente c’est-a-dire : d, = —gi, on obtient

1
[z — agr) =~ gr — agi g + §0z2g}fH(wk)gk

En dérivant par rapport a «, on obtient

df (xy, + ady,)

- ~ —gr g + agi H(vk)gr

En posant ce résultat égal a zéro, on obtient
o = oy TGk
95 H (1) g

Alors .
i 9k o
9i H (1) g

Tk+1 = Tk —
Méthode du gradient conjugué
1. Méthode du gradient conjugué linéaire :

Soit f(z) = ixTAx — br avec A une matrice symétrique définie positive. On

sait alors qu’il existe un unique minimum sur R” donné par z, = A~'b.
Dans la suite, on note r(z) = Az — b = V f(x) le résidu.
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Définition 27 Les vecteurs non nuls {d,--- ,d,} sont dits conjugués par rap-
port a la matrice A si

pour tout i # j € {1,--- ap}>diTAdj =0

Lemme 1 Soient A € M, (R) symétrique définie positive, k € N et F =
{di},<i<p une famille de vecteurs A-conjuguée. alors

{ F une famille libre si k < n

Si k =n,F est une base

Définition 28 Soit A € M, (R) symétrique définie positive et b un vecteur de
R™. La méthode du gradient conjugué linéaire consiste a construire une famille de
directions de desecnte A-conjuguées pour résoudre le systéme linéaire Ax—b =0
en minimisant la forme quadratique
L p
q(z) = % Az — bx
Principe de La méthode :
Le but est de construire une suite d’itérés (x*)) qui converge vers la solution du
probléme d’optimisation
min g(x)

1
avec q(x) = §xTA:U —bx,A € M, (R) symétrique définie positive et b un vecteur
de R™.
Notons que la suite 2(*) est définie par

2EFD () ) (k)

a® est une suite de pas qui pour chaque itéré k

( (k) (k)
a = —————
BT Aq®)

avec
r®) = —Vg(z®) = b — Az®

et d®) une suite de directions de descente A-conjuguées définies en chaque ité-

ration par
d(k+1) — T(kJrl) . 5(k+1)d(k)

avec

(br1) r®T Aq®k)
B AR Adk)
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Algorithme de la méthode du gradient conjugué linéaire :

Données : A matrice symétrique D. P, b vecteur, x, point initial arbitrai-
rement choisi.

Sortie : une approximation de la solution du probléme : Az = b
(a) k=0

ro = b— ALCO
(b) tant que H:p(k)H > €

— Calculer ) 108
ey _ A
d®T Adk)
PO () (D) 4 g(k)
T
U+ — r®” Ad®
d®T Adk)

) = 1S g )
— On pose 2D = 28 4 o®)g®) | =k + 1
fin

(c) Retourner z*)

2. Méthode du gradient conjugué non-linéaire :

Définition 29 La méthode du gradient conjugué non-linéaire consiste a construire

une famille de directions de descente conjuguée pour résoudre le probleme d’op-
timisation.

Théoréme 19 Soit k € N. alors

(a) Le résidur® est orthogonale aux directions d® pour touti € {0,1,---  k —1}
(b) Le résidu r'™® est orthogonale d la famille {7“(0), r . ,r(k_l)}

(c)

AT k) — ()7

Principe de La méthode :

On reprend 'algorithme du gradient conjugué linéaire avec les changements sui-
vants :

— La suite des résidus r®) sera définie a l'itération k par :
r) = — f(z®)

— En utilisant le théoréme (19) on remarque que le terme général de la suite
B*) gécrit aussi :

5(k+1) B ?“(kH)Tr(kH)

(BT (R)

— Un autre changement a été proposé par Polak-Ribiére, pour le calcul des
termes de la suite %)

k1) _ Vf (207 (Vf(x®+D) — ¥ f(2k))

5(
Vfa®)V f(zk)
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Algorithme de la méthode du gradient conjugué non-linéaire :

Données : f supposée au moins différentiable, xy point initial arbitraire-
ment choisi.
Sortie : une approximation de la solution du probléme :

min f(z)

(a) k=0
(b) tant que ||V f(z®))|| > €

— Calculer
a® = min (f(z®) + ad®)
POHD) (k) _ (k1) 4 g0R)
VI (*T) (VD) - V(™))
V(@)Y f(x®))
A0+ = 7 f(z 4D 4 g+ )
— On pose 1) = 20 4 B g®) | = 41
fin

(c) Retourner x(

ﬁ(kz—i—l) —

k)

Méthode de Newton

La méthode repose sur le fait que f soit de classe C?, admet un minimum en un point
r, et que V2f = H(z) (la matrice hessienne) soit définie positive dans un voisinage
V de x,. Alors en utilisant un développement de Taylor d’ordre 2 de la fonction au
voisinage de son minimum z,, on obtient :

fla) = f(a.) + V™) (@ —a®) + %(1‘* — @)V (@) (2, — V)

= qu(x,),Vk € N, tel que z® € V(z,)

f est de classe C? donc z, est un point critique de f par conséquent il est un point
critique pour la forme quadratique g, d’olt

Vai(z.) = Vf(@®) + V2 f(a®)(z, —2W) =0

ce qui donne

2. =™ — (V@) V(W)

Proposition 20 Soit f une fonction de R™ dans R de classe C? et soit x € Dy tel que
V2f(x) > 0. Alors d = — (VQf(x(k)))_l Vf(x™) est une direction de descente.

D’ot la suite des itérés (x®)) définissant Ualgorithme de Newton sera donnée par :

2k D) — () 4 (k)

avec a®) =1 et d®) est l'unique solution de 'équation

V2f($(k))d(k) — —Vf(ac(k))
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Remarque 7 — Le pas de la méthode de Newton peut étre pris égal a 1 ou peut
étre choisi par la recherche linéaire.
— Lorsque le hessien H(z™®)) n’est pas défini positif, la direction de déplacement
d® dans la méthode de Newton peut ne pas étre une direction de descente.

Algorithme de la méthode de Newton :

Données : f supposée au moins différentiable, x, point initial arbitrairement
choisi.
Sortie : une approximation de la solution du probléme :
min f(z)
1. k=0
ag >0

2. tant que ||z — W) > e

— Calculer

dk — _ (v2f(x<k>))’1 V£ (z®)
— Recherche linéaire : choix du pas a; > 0
— On pose 1) = 20 L B gk) =k 41
fin

3. Retourner z(*®
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