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1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique d’équations nonlinéaires de type :
f(z) =0, x € [a,b|.
ou f est une fonction réelle a valeurs réelles, définie et continue sur un certain intervalle [a, b]
de R.

Il s’avere tres difficil, voire impossible d’obtenir de maniere explicite la solution d’une équation
nonlinéaire, a titre d’exemple, considérons les équations suivantes :

e"+xr=0
et
e —x=0
Un raisonnement géométrique permet de conclure que la premiere équation admet exactement
une solution alors que la deuxiemme n’en admet accune.
En effet. La solution de I’équation e* + x = 0 peut étre regardée comme point d’intersection

entre le graphe de la fonction y = e” et la droite d’équation y = —x.
de méme pour I’équation e¢* — x = 0.

Deux questions se posent :
1. Une équation donnée, admet-elle une solution ? est-elle unique ?
2. Comment approcher cette solution ? Quelle est I'erreur commise en calculant approximati-
vement cette solution ?

On peut utiliser le théoreme qui suit pour prouver 'existence et I'unicité d’une solution dans
un intervalle donné.

Théoreme 1. Théoreme des valeurs intermédiaires.
Soit f une fonction réelle a variable réelle, définie et continue sur un intervalle [a,b] de R.
Si
fla).f(b) <0
alors il existe un x* € [a,b] tel que :
f(a) = 0.

Si de plus f est monotone sur [a,b], alors x* est unique dans [a, b).

Exemple 1. Montrer que [’équation : e — x = 0 admet une unique racine dans ['intervalle
[—1,0]. En effet.
La fonction f(x) = e* + x est continue sur l'intervalle [—1,0].
et

f(=1)=etl=1<0 f0)=e"+0=1>0
de plus

f(x)=¢"+1>0 pour tout x € [—1,0]

donc [ est strictement croissante sur [—1,0].
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique z* dans [—1,0] tel que

f@) =o0.
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Remarque 1. Si les conditions du théoréme précédent ne sont pas vérifiées alors on ne peut
rien dire quant a [’existence ou non de la solution.
Ezxemple :
f(z) =2 xec[-1,1]
Les conditions du théoreme ne sont pas vérifiées.
Cependant :

f(0)=0

Une méthode itérative consiste a construire une suite (x,,) qui dans le cas ou elle est conver-
gente, elle converge vers la solution exacte £* du probleme. On peut des lors estimer la solution
avec une précision préalablement fixée e.

Trois méthodes sont mises en exergue : la méthode de dichotomie, la méthode du point fixe
et la méthode de Newton.

2. METHODE DE DICHOTOMIE

2.1. Principe de la méthode et convegence. Cette méthode est aussi appellée méthode
a -+ b]
et

de la bissection, elle consiste a diviser I'intervalle [a,b] en deux sous-intervalles {a,

a+b

2
théoreme des valeurs intermédiaires.
De cette maniere, on construit deux suites (a,) et (b,) définies par les formules de récurence :

a
,b| et localiser par la suite la racine suivant le signe de f (T) en se basant sur le

ap = a, bo=0>
si
Flaf () <o
alors
Uni1 = ap et by = n ;_ bn
sinon
Qpy1 = o _2‘_ bn et  bpi1 =b,

On a la proposition suivante :

Proposition 2. Soient (a,) et (b,) les suites construites précédement.
a) Les deux suites (ay,) et (b,) sont adjacentes.
b) Pour tout n >0, on a :

f(an).f(bn) <0.

¢) Leur limite commune est la solution de ’équation donnée :

lim a, = lim b, = z*

n—oo n—oo
Preuve.
a) La suite (ay,) est croissante :
Apy1 — Ap = 9 — QUp
b, — an,
= > 0,
2
La suite (b,) est alors décroissante.
an +b
anrl_bn = n2 n_bn
ap, — b
— n n < O,
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La difference b, — a,, tend vers 0 quand n — oco. En effet,

b _ Qp1t+ b
nTn = o —On)
1
= 5 (bn—l - an—l)
1
? (ban - an72)
= o (bg — ag) — 0 lorsque mn — 0.

Les deux suites sont adjacentes et convergent alors vers une meéme limite, on la note x*.
b) On note par ¢, le milieu de l'intevalle [ay,, by, :

an + by
Cp =
2
Montrons la propriété par récurence.
Pour n =0, la propriété est évidement vraie.

Supposons qu’elle reste vraie jusqu’a l’ordre n.
On distingue deux cas :

Si
Fan).f (en) 0
alors
Gpi1 = Qp €l by =y
d’ot
f(@ns1) . f (bps1) 0.
St

flan).f(en) >0
alors, forcement
fen) f(by) <0

dans le cas contraire f (ay,) et f(b,) auront de méme signe et puisque dans ce cas
ap41 = Cp et bn+1 = bn

on a alors
f(an—I—l) S (bn—H) < 0.

En conclusion, la propriété est vraie pour tout n > 0.
c) En faisant tendre n vers oo, on a :

iy f (Gat1) - 110 i) 20

Sachant que f est continue on a :
F ( lim an+1> f (lim bnﬂ) <0.
n— oo n—oo

d’ot

ce qui tmplique
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2.2. Evaluation de ’erreur.

Proposition 3. Sic, est la n'™¢ valeur obtenue en utilisant la procédure de Dichotomie, alors
I’erreur commise en prennant c, comme valeur apporochée de la valeur exacte x* est donnée
par :

b—a

en = |en — ¥ < TS

Preuve. Soit ¢, est la n'™® valeur obtenue en utilisant la procédure de Dichotomie, donc
_a, tby
2

ol [an, by) est le dernier intevalle obtenu contenant x*.
Alors, ou bien x* € [ay, ¢,], ou bien x* € [c,, by], et dans les deux cas, on a

Cn

en = e — 7|
bn_an
2
1b—a
2 on
b—a
2n+1

<

3. METHODE DU POINT FIXE

3.1. Principe de la méthode et convergence. L’idée de base de la méthode du point fixe
est de réécrire I’équation f(x) = 0 sous une forme équivalente = ¢(z) :

f(@*) =0 2" = ¢(z7)

x* est dit point fixe de ¢.
Le probleme de chercher des racines de f revient alors a la recherche des points fixes de ¢.

Remarque 2. La fonction ¢ n’est pas unique.
Il y a une infinité de maniere pour réécrire l’équation f(x) =0 sous la forme x = ¢(x).

Exemple 2. Soit la fonction f(z) = In(x) — arctan(x), =z > 0.
Les zéros de [ sont les points fixes de :

() = z —In(z)+ arctan(z).
oo(z) = tan(In(x)).
¢4(x) = exp(arctan(z)).
La méthode du point fixe consiste a construire une suite de points (), par :
Tptr1 = &(x,), n>0.
avec
zg € [a,b].

Définition 1. Soit ¢ une fonction réelle a variable réelle, définie et continue sur un intervalle
la,b] de R.
¢ est dite contractante ou contraction s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que :

|¢(ZE) - ¢<y)| < k?lflf - yla pour tout 1,y € [CL?b]'

Exemple 3. Considérons la fonction :
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1 1
o) = fe)l = |5~ )
o To — X1 ’
n (ZEl + 2)(1‘2 + 2)

— |2 — T
=~ ] 2 1

‘$1+2H£C2+2|24, .1'1,33'220

Définition 2. Soit ¢ une fonction réelle a variable réelle, définie et continue sur un intervalle
[a,b] de R.
L’intervalle [a,b] est dit stable par la fonction ¢ si :

o(x) € [a,b]  pour tout =z € [a, b

Exemple 4.

L’intervalle [0, 1] est stable par f.

Théoreme 4. Soit ¢ une fonction réelle a variable réelle, définie et continue sur un intervalle
la,b] de R.

Si [a,b] est stable par ¢ ; alors il existe au moins un x* € [a,b] tel que :

Si de plus; ¢ est une contraction sur |a,b] alors x* est unique et :

lim z, = z*
n—oo

pour tout choix de xo dans [a,b].
Preuve. On considére la fonction

Alors
h(a) =a— ¢(a) <0
car
¢(a) > a
De méme
h(b) =b— ¢(b) >0
car

¢(b) < b
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un x* € [a,b] tel que
h(z*) =a" —¢(2*) =0
d’ot
= ¢(z").
Pour montrer lunicité de x*, on suppose que ¢ admet un autre point five T € [a,b], on a alors
[z =7 = |o(z") — o(7)]
< klz* — T
ou k est le rapport de contraction de f.
d’o
(1—-Fk)|z*—7z| <0.
puisque k < 1 alors :
|z — | =0.
par suite

Tt =T.
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Montrons que la suite (x,) converge vers x*. Pour tout n >1 On a
o0 — 2" = |¢(zn-1) — ¢(a")]
< klzpo — 27
ainst de proche en proche, on a :
|z, — x| < k"xo — 27|

or 0 < k <1 donc
lim " =0

n—oo
par suite

lim z,, = z*.
n—oo

Dans le cas ol la fonction ¢ est de classe C! sur [a,b] on a le théoréme suivant :

Théoreme 5. Soit ¢ une fonction réelle a variable réelle, de classe C* sur [a,b].
Supposons que intervalle [a,b] est stable par ¢.
Si pour tout x € [a,b], Il exite une constante k, 0 < k < 1 telle que

|0/ (z)] <k <1

alors x* est unique dans |a,b] et

lim z,, = z*
n—oo

pour tout choix de xo dans [a,b].
Preuve. La fonction ¢ est de classe C' sur [a,b], d’aprés le théoréme des accroissements finis,
il existe un & € |a,b] tel que :

donc
6(z) — ¢(y)| = |¢'(E)llz -yl
par suite
|0(x) — o(y)| < k.Jz —y]
il s’en suit que les conditions du théoreme 4 sont satisfaites.
Remarque 3. Dans le cas ot
|¢'(z)| > 1, x € la,b
alors
o1 — 2| = [P(zn) — d(27)]
= [¢'(©)-lzn — 2]
> |z, — 2"
donc, quand n augmente, le point x,, s’éloigne de x* et la procédure est alors divergente.
Remarque 4. Dans le cas ou
|¢'(z)] > 1, =€ la,b]
on peut utiliser la procédure
Tnp1 = Y(Tn)
ot
b(a) = ¢~ (2).

Dans ce cas la convergence n’est pas assurée sur tout l'intervalle |a, b].
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3.2. Estimation de ’erreur.

Proposition 6. Supposons que la procédure du point fixe est convergente, alors :

n

_ 2 <
o =S 7

xo une condition initiale donnée et x1 = ¢(xp).
Preuve. On a :

|£L’0—LE1‘, nzl

|z, — 2% < Ek"|xg —2*|, n>1.
pour n. =1, on obtient
|x1 — 2" < k|xg — 27|

or
|zg — 2" = |zg — 21 + 31 — 27
< xg — x| + |2 — 27|
<z — x| + klzg — 27
par suite
2o — 2"| < T Jwo — @
d'oi -
[#n — 2" < 7|20 — 2]

Remarque 5. Pour deux méthodes itératives convergentes, la méthode la plus rapide est celle
qui a le rapport de contraction le plus petit.

Remarque 6. Dans la preuve du théoréeme précédent, on a utilisé le théoreme des accroisse-
ments finis, en ce qui suit [’énnoncé :

Théoréme 7. Pour toute fonction f définie et continue sur un intervalle fermé [a,b] de R et
dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b, il existe au moins une constante & dans |a,b| telle que :

fb) = fla) = f'(§) (b—a).

4. METHODE DE NEWTON



