Chapitre 4: Torsion des arbres
4.1 Introduction

Ce type de sollicitation est répondu dans les machines que vous connaissez et qui ont des arbres rotatifs qui
transmettent de la puissance. Notez qu'un couple est créé lorsqu'un arbre transmet de la puissance et que le couple
crée une contrainte de cisaillement de torsion. Voir le réducteur de vitesse a engrenage illustré a la Figure 1-a. ou
aussi la figure 1-a qui montre un systeme d'entrainement pour un bateau. La puissance développée par le moteur
passe par la transmission et l'arbre de transmission jusqu'a I'hélice, ou elle fait avancer le bateau.
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Figure. 1: exemples de machines avec presence de sollicitation de torsion



4.2 Définition

On dit qu'une section d'une piece est sollicitée en torsion pure quand pour cette section le moment de torsion est le
seul élément de réduction non nul du torseur des contraintes :
N=0, T=0, Mf=0 et Mt # 0.

4.3 Convention de signes

Si un observateur regardant la section droite du cote de la normale extérieure, voit le moment de torsion (Mt)

diriger dans le sens inverse (contraire) des aiguilles d'une montre, on considere alors que Mt est positif (voir figure
2).
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Figure. 2: Convention de signes



4.4 Torsion des arbres pleins

On Considere I'arbre illustré dans la Figure 3.Une extrémite de l'arbre, section M, est maintenue fixe, tandis qu'un
Moment de torsion Mt est appliqué a l'autre extremité. Dans ces conditions, l'arbre va se tordre entre les deux
extrémités d'un angle 6.

Lorsque le moment de torsion est applique, un élément de longueur L le long de la surface extérieure de I'élement, qui
etait initialement rectiligne, tourne d'un petit angle y. De méme, un rayon de I'élément dans une section transversale
tourne d'un petit angle 6. Dans la Figure 3, les rotations y et 6 sont toutes les deux liées a la longueur d'arc AB a la
surface de la barre.

On constate que :
« Toute section droite du cylindre reste plane, ne change pas de
forme et reste normale a l'axe.

 La distance des deux sections reste invariable.

« Toute section droite se déplace uniguement en rotation autour de
son axe en tournant d'un angle proportionnel a la distance de la
section de reférence.

Figure. 3: Elément déementiel en déformation é’ngulaire



Figure. 3: Element démentiel en déformation angulaire

D'apres la geométrie, pour les petits angles, la longueur de I'arc est le produit de I'angle en radians et de la distance
depuis le centre de la rotation. Par conséquent, la longueur de I'arc AB peut étre exprimee soit

AB=vyL (1)
ou

AB =0R (2)



ou R est le rayon exterieur de la barre. Ces deux expressions de la longueur d'arc AB peuvent étre assimilées l'une a
l'autre :

yL=606R (3)
La résolution de y donne
, = 2R (4)
L

L'angle y est une mesure de la contrainte de cisaillement maximale dans un élément sur la surface extérieure de la
barre. la déformation de cisaillement d’aprés la lois de Hooke, y est liee a la contrainte de cisaillement, t, par le
module d'élasticité en cisaillement, G. Cela est exprimé comme suit :

T=Gy (5)

Sachant que la formule de contrainte de cisaillement de torsion est donnée par:

_ MtR (6)



Les deux expressions pour T donne

Mt R
Gy = (7)
Ip

Maintenant, en remplagant y dans I'équation, nous obtenons

6R MtR
R _ (8)
L Ip

Nous pouvons maintenant simplifier R et détermine 1’expression de 1’angle 0 :

Q_MtL 9)
 Glp

L’angle de rotation 6 d’une poutre de longueur X est déterminé par la fonction 6 (x), écrite sous la forme suivante:

X Mt
O(x) = | —dx (10)
o GIp



Si on veut déterminer I'angle de torsion par unité de longueur a, on écrit :

6 Mt
Q=—=— (11)
L Glp

. i i ; . . i d*
I, moment d'inertie polaire d'une section circulaire, I, = ”3—2

Mt : moment de torsion

G : Module d ’élasticité transversal



4.5 Contrainte admissible en torsion des arbres

La contrainte tangentielle (de cisaillement) dans le cas de la torsion est la suivante (voir figure ,4):

b

Fig. 4: Répartition de la contrainte de cisaillement sur une section transversale de la barre.

On remplagant 1’équation (4) dans 1’équation (5), la contrainte T s’€crit sous la forme suivante :

0
—G = 12
T GLR (12)



Par définition le moment de torsion est obtenue par la relation suivante:
Mt= [, Rtds (13)

En substituant z par son expression dans 1’équation (13) :

0 0
1m=f RG%W)&zMH=G—JR2$ (14)
S L L S

On reconnait dans la derniére expression le moment d’inertie polaire Ip donc :

o Mt 15

L Glp (15)
En remplacant % dans I’équation (12) on obtient :

=Mt (16)



La condition de réesistance : Tonax < T (16)

Mt R < (17)
T —R)Y=—"R<T1
max(r ) Ip p
En remplacant le moment d'inertie polaire on trouve :
2Mt 16 Mt
18
nR3STp®nd3 =T, (18)
T, = Rpg: Resistance pratique au glissement
T
avec T,_-— (19)
S
T, = Reg
S: Coefficient de sécurité
La condition de rigidité :
a - amax
0 Mt
a_L_ GIp —amax



Exemple 1

1. Construire le diagramme du moment de Torsion (Mt)
2. Calculer I’angle de torsion 8(X)

3. Déterminer le diametre D.

avecC

M =100 kgf.m; |[t,] =500 kgflcm?;, G =8 10° kgf/cm;d = 0,5D

N
N

N




Solution

Diagramme de Mt

1er Section M M
=M, =-M
= M, =-100kgf -m / /
2¢me Saction
~ B M 4M Me
>M=0=M,+M-4M =0 / /

=M, =3M
= M, =300kgf -m

' rd

N



Mt(X)‘

3iM

1. L’angle de torsion 6(X)

2¢Me Section

0,(x) = j t3dx:>¢9(x) j
6,(0)=0
0,(a) =2 a

Glp

300

6()—ﬂx

Glp



2¢Me Section

ORI M, * 0x0,(2) = 6,(0) - = —100 x+éol(;a:>6?l(x)=_61—?sx+@a
300
6,(0)= G—Ip
2
6,(a) = GLI(;a
2. Calcul du diameétre de I’arbre
Tonax = ‘Mltgax‘%ﬁfp = (1) Avec Ip= ”(D;Z_d4)
o~ B 2o B
D> 300x16x10?

z(1—0.54)5oo

2
~D >[ 300x16x10

1/3
. — D >6.88cm
7z(1—0.5 )500



Exemple 2

déterminer les dimensions des sections droites (d1 et d2) assurant la résistance.

[T] =200 kgf/cmZ, n = 360 tr/min

3m




Solution
Détermination de la puissance

3
Ru =Mt o= Mt = ﬂZ’éO = 30);3306210 =795.77N-m

30

3
P,=Mt, o= Mt,= 7:’:(230 -0 ;4356210 =1193.66 N -m

30

1¢r Section
Mt, = 795.77 N -m

2¢Me Section
Mt, = 795.77+1193.66 =1989.43N -m

2. Condition de résistance




32|Mt,,,| d,
7(¢)

IMt, .| x16

ﬂ(df)rp
NPT 795.77x16x10?
. 7200x9.81

2 1/3
_d 2(795.77><16><10 )

0=

3
<r,=>d; >

7 200x9.81

=d; >5.9cm

32|thax| d,
7Z'(d24) 2

IMt, | x16

7Z'(d24)2'p
NPT 1989.43x16x10°
? 7200x9.81

1989.43x16x102 )~
=d, >
7200%9.81

0=

3
Srp:>d22

=d, >8.02cm



Exemple 3

1. Construire le diagramme du moment de Torsion (Mt)

2. Calculer I’angle de torsion 8(X)
3. Calculer la contrainte tangentielle maximum 7,

M =120kgf.m;d=7cm;

AN
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