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Avant-propos

Parmi les grands domaines de la mécanique, la mécanique des fluides
nous a de tout le temps passionnés, qu’il s’agisse des écoulements d’air (les
moulins, la marine a voile, puis 'aéronautique bien sur, les mouvements des
grandes masses de l'atmosphére) ou d’eau (I’hydraulique, les écoulements
autour des coques, les circulations marines et océaniques). Elle reste un
champ si remarquable d’investigation a la fois technique, expérimentale et
théorique. Aprés plusieurs siécles de travaux trés remarquables, de

nombreux phénomeénes essentiels restent encore mal expliqués.

Un cours de mécanique des fluides est, donc aujourd’hui, un élément
capital de la formation de lingénieur. Le présent polycopié est constitue un
outil a la disposition des étudiants de deuxiéme année des classes
préparatoires aux grandes écoles, en particulier, ceux de 1’école nationale
supérieure en sciences appliquées de Tlemcen. Son principal objectif est
d’aider les étudiants a progresser dans cette discipline par un travail
personnel sérieux et efficace. Il couvre la totalité du programme officiel de la

meécanique des fluides de deuxiéme année.

Ce polycopié traite les trois grandes parties de la mécanique des fluides,
a savoir, la statique, la cinématique et la dynamique des fluides. C’est
pourquoi ce cours a €té divisé en quatre chapitres qui se déclinent comme

suit:

Le premier chapitre, traite la statique des fluides, ou hydrostatique et
étudie les fluides au repos. La statique des fluides constitue,
historiquement, le début de la mécanique des fluides, avec la poussée
d'Archimeéde et 1'étude de la pression. Dans ce chapitre, nous rapportons la
démonstration de la loi fondamentale de la statique des fluides et

introduisons les forces hydrostatiques, ’équilibre relatif et la flottabilité.

Le deuxiéme chapitre traite de la cinématique des fluides et rappelle les
deux descriptions d'un fluide en mouvement, celle de Lagrange et celle

d’Euler. En outre, '’équation des lignes de courant et ’équation de continuité



(conservation de la masse) et de l'accélération de la particule fluide sont

rapportées. Les types d’écoulement y sont, également, évoqués.

Le troisiéme chapitre traite de la dynamique des fluides incompressibles
parfaits. Dans ce chapitre, le théoréme de Bernoulli et quelques exemples

d’applications y sont traités.

Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a la dynamique des
fluides incompressibles réels. Aprés avoir introduit la notion de viscosité,
I’équation de Navier-Stokes est rappelée. L’écoulement de Poiseuille, les
régimes d’écoulement et les pertes de charge linéaires et singuliéres y sont

également examineés.
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I[m*]
R[m]
a[m/s?]
w[rad/s]
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Dt
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LISTE DES ABREVIATIONS ET SYMBOLES

masse volumique
poids volumique

densité

coefficient de compressibilité isotherme

élement de force
pression
élement de surface

vecteur unitaire

force volumique
volume

accélération de la pesanteur
masse

température absolue
masse molaire
hauteur

largeur

longueur

angle d’inclinaison
centre de gravité

centre de poussée

moment d’inertie quadratique par rapport a 'axe qui passe par G

rayon
accélération

vitesse angulaire
poussée d’Archimede
métacentre

vitesse

temps

dérivée particulaire
débit volumique

débit massique



Liste des abréviations et symboles

P(t)[K g-m/s] quantité de mouvement

R[N] réaction d’un jet

n[Pi] viscosité dynamique

y[m?/s] viscosité cinématique

Re nombre de Reynolds

D[m] diameétre

A coefficient de pertes de charge linéaires ou réguliéres
AP, [Pa] pertes de charges linéaires

g[m] rugosité

AP;[Pa] pertes de charges singuliéres

K coefficient de perte de charge singuliére

AH[m] pertes de charge en métre

wlJ] travail mécanique échangé entre le fluide et la machine
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L’HYDROSTATIQUE
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STATIQUE DES FLUIDES: L'HYDROSTATIQUE

Introduction

L'utilisation des milieux fluides est trés courante dans les réalisations
industrielles. Leur transport dans des réservoirs ou dans des canalisations,
constitue la principale préoccupation lorsque ces corps sont des matiéres
premieres comme l'eau, le pétrole, le gaz naturel ... Les fluides servent a
véhiculer l'énergie qu'ils accumulent sous forme de pression ou de vitesse
(centrale hydroélectrique, vérins, moteurs hydrauliques ou pneumatiques).
L'omniprésence des milieux fluides justifie 1'étude de leur comportement.

La mécanique des fluides est une branche de la physique qui étudie les
écoulements de fluides lorsqu’ils subissent des forces ou des contraintes.
Elle comprend deux grandes parties:

- La statique des fluides, ou hydrostatique qui étudie les fluides au repos.
C'est historiquement le début de la mécanique des fluides, avec la poussée
d'Archiméde et 1'étude de la pression.

- La dynamique des fluides qui étudie les fluides en mouvement.

On distingue également d’autres branches liées a la mécanique des
fluides: 1'hydraulique, 1'hydrodynamique, 1'aérodynamique, ... La mécanique
des fluides a de nombreuses applications dans divers domaines comme
l'ingénierie navale, l'aéronautique, la meétéorologie, la climatologie et

l'océanographie et la médecine.

1. Notion de fluide
Un fluide est un milieu matériel continu (La matiére a une structure
discontinue; nous admettons que la masse et toutes ses propriétés sont
réparties continlment dans le matériau), déformable, sans rigidité et qui
peut s'écouler. Un fluide est aussi un milieu isotrope: propriétés du fluide les

méme dans toutes les directions de I’espace qu’il occupe.

2. Définition d’une particule fluide
Une particule fluide est un petit élément de fluide, suffisamment petit

pour que l'on puisse considérer que ses propriétés sont homogénes

1
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(pression, masse volumique, vitesse... identiques en tout point de la
particule fluide), mais elle contient un nombre suffisamment grand de
molécules pour que l'on puisse oublier leur individualité (particule assimilé a

un milieu continu).

3. Propriétés physiques

Un fluide peut étre caractérisé par des grandeurs:

- Qui déterminent sa quantité de substance: masse, volume, débit...
- Relatives a son état: température, pression,...
- Propres a sa nature: viscosité, masse volumique....
- Qui se rapportent a son écoulement: débit, vitesse....
- Qui indiquent les types d'énergie véhiculées par le fluide: thermique,
cinétique, potentielle....
3.1. Masse volumique
La masse volumique d'un corps est le rapport entre la masse et le volume

occupé. Notée p, elle s’exprime en kg/m3

M
=y
Masse volumique
Fluide Type de fluide
p(kg/m?)
Benzéne 0,880 103
Chloroforme 1,489 103
Eau 103 Liquide
Huile d’olive 0,918 103
Mercure 13,546 103
Air 0,001205 103
Hydrogéne 0,000085 103 Gaz
Méthane 0,000717 103

3.2. Poids volumique

m.g
W(N/m?) = Vv = P9
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3.3. Densité

masse volumique du fluide p

masse volumique du fluide référence  p.¢f

Dans le cas des liquides en prend 'eau comme fluide référence. Dans le

cas des gaz on prend l'air comme fluide référence.

3.4. Compressibilité
La compressibilité d'un corps représente la variation de volume du
corps en réponse a une variation de pression. C'est la propriété physique qui
permet de faire la différence entre un liquide et un gaz. Pour quantifier cet
effet, on introduit le coefficient de compressibilité isotherme défini par:
10V
Xo = _V<6_P) (Pa™1)

Un accroissement de pression entraine une diminution de volume, et
inversement; d’ou la nécessité de mettre un signe moins devant le coefficient

de compressibilité. y, a les dimensions de l'inverse d’'une pression.

3.5. Viscosité
C’est une grandeur qui caractérise les frottements internes du fluide,
autrement dit sa capacité a s’écouler. Elle caractérise la résistance d'un
fluide a son écoulement lorsqu'il est soumis a l'application d'une force. Les
fluides de grande viscosité résistent a l'écoulement et les fluides de faible
viscosité s'écoulent facilement. Elle peut étre mesurée par un viscosimeétre a

chute de bille, dans lequel en mesure le temps écoulé pour la chute d’'une

bille dans le fluide.

4. Classification des fluides

4.1. Fluide incompressible
Un fluide est dit incompressible lorsque que le volume occupé par une
masse donnée ne varie pas en fonction de la pression extérieure. La masse
volumique p (kg/m3) est constante (eau, huile...). Le module de

compressibilité yg est toujours trés faible pour les liquides assimilés a des
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fluides incompressibles. Pour 'eau, dans des conditions normales, il est de

1
20000

Pa 1.

l’'ordre de

4.2. Fluide compressible
Un fluide est dit compressible lorsque que le volume occupé par une
masse donnée varie en fonction de la pression extérieure. La masse

volumique p est variable. Les gaz sont des fluides compressibles.

4.3. Fluide parfait
Dans un fluide parfait, les forces de contacts sont perpendiculaires aux
éléments de surfaces sur lesquelles elles s'exercent. La notion fluide parfait
est une pure abstraction, destinée a faciliter certains calculs de mécanique
des fluides théorique. En fait, un fluide parfait n’existe pas dans la réalite,
puisque tous les fluides sont visqueux. La viscosité peut étre tres faible et

dans ce cas on introduit le modéle de fluide parfait.

4.4. Fluide réel
Dans un fluide réel, il existe des forces (tangentielles) élémentaires qui

s'opposent au mouvement. C'est ce que 1'on appelle la viscosité.

dFy .
dF
s -
) \ \ e S
Y4 \ as S dFT
| ] N
\ /
\ /
A S 7
~ -~

Fluide réel
Fluide parfait

Dans un fluide réel en mouvement, les forces de contact possédent des
composantes tangentielles qui s'opposent au glissement relatif des couches
fluides: c'est la viscosité. La viscosité est définie pour un fluide réel en
mouvement.

Nota: Un fluide réel au repos, peut étre considéré comme parfait.
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4.5. Fluide newtonien

Les fluides "newtoniens" ont une viscosité constante ou qui ne peut varier
qu'en fonction de la température (comme l'eau, 1'air et la plupart des gaz)

4.6. Fluide non newtonien

Les fluides "non newtoniens" qui ont la particularité d'avoir leur viscosité
qui varie en fonction de la vitesse et des contraintes qu'ils subissent lorsque

ceux-ci s'écoulent (le sang, les gels..)

A

Fluide non
newtonien

Contrainte

Fluide newtonien

n

Déformation

5. Principes et théorémes généraux

La statique des fluides est une branche de la mécanique des fluides qui
étudie 1'équilibre des fluides au repos, sous l'action de forces extérieures.
Comme la viscosité se ne manifeste que s'il y a mouvement relatif des
particules, les lois de la statique des fluides s’appliquent aussi bien aux
fluides parfaits qu’aux fluides visqueux (réels).
Lors d'une plongée sous-marine ou au fond d'un barrage, on constate que la
pression de 'eau augmente avec la profondeur.
Les effets de la pression doivent étre pris en considération lors du
dimensionnement des structures tels que les barrages, les sous-marins, les
réservoirs... etc. Les ingénieurs doivent calculer les forces exercées par les

fluides avant de concevoir de telles structures.

5.1. Notion de pression et échelle de pression

5.1.1.Définition de la pression

Dans un milieu quelconque, donc aussi dans un milieu fluide, la force
que la partie (1) exerce sur la partie (2) a travers un élément de surface réel

ou fictif dS a une direction quelconque. Cette force peut étre décomposée en;
5
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-  Une composante tangentielle dFr

- Une composante normale dF.

La quantité dFr/dS, représente la contrainte tangentielle et dFn/dS la
contrainte normale. Par définition, on appelle la force de pression la
contrainte normale.

Remarque; en statique des fluides, seules la contrainte dFn/dS normale a
dS interviennent, les contrainte tangentielle dFr/dS n'apparaissent qu'en
dynamique; elles correspondent aux frottements visqueux des couches
fluides en mouvement les unes par rapport aux autres et par rapport a la

paroi de la conduite.

5.1.2.Pression en un point d'un fluide

S

ds

dFy

Sur la surface de centre A, d’aire dS, orientée par sa normale extérieure 7,
. - - . pd b .
la force de pression élémentaire dFs’exprime par:
. .
dFN = _P " dS n
La pression est une grandeur scalaire qui représente l'intensité de la
composante normale de la force qu’exerce le fluide sur ['unité de surface. Elle

est définie en un point A d’un fluide par ’expression suivante:
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_ lldFy]
ds
5.1.3.Pression absolue et pression relative

La pression absolue est la pression réelle, elle est toujours positive.

La pression relative se définit par rapport a la pression atmosphérique
existant au moment de la mesure.

La relation suivante permet de passer de 1'une a l'autre:

Pabsotue= Prelativet Patmosphérique

5.2. Principe fondamental de la statique des fluides
L’étude est effectuée sur un fluide placé dans un champ de forces

extérieures (par exemple le champ de pesanteur terrestre). La force par unité

de volume correspondante est notée E La pression au sein du fluide est
variable dans l’espace. Les coordonnées cartésiennes sont utilisées dans un
premier temps.

Considérons une particule fluide qui a la forme d'un parallélépipéde
rectangle situé entre x et x+ dx, y ety + dy, z et z + dz ; son volume est dV =

dxdydz.

A
z
P(z+dz)
ztdz |------- ; R dz
dy dx
Z ———————
| TP(z) |
y y+dy y

Nous allons appliquer le principe fondamental de la dynamique (PFD) au
fluide situé dans le parallélépipéde. Le fluide est au repos, donc son

accélération est nulle. Le bilan des forces est;
7
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- Les forces de pression du fluide situé autour de dV (donc extérieur au
systéme): il y a six forces de pression s’appliquant sur chacune des six
faces du parallélépipede.

- Les forces extérieures autres que les forces normales, s’appliquant sur
I’'ensemble du fluide de dV (par exemple le poids).

Projetons le PFD sur l'axe (Oz): les forces de pression étant orthogonales
aux faces du parallélépipeéde, seuls 2 forces de pression sont dirigées suivant
(Oz): la pression s’exercant sur la face du dessous (en z) notée P(z) et dirigée
vers le haut, et la pression s’exercant sur la face du dessus (en z + dz) notée
P(z + dz) et dirigée vers le bas. Notons que la pression variant dans le fluide,
a priori P(z) #P(z + dz).

Cette projection s’écrit:
Z E, — P(z + dz)dxdy + P(z)dxdy = 0
F, représente les forces extérieures autres que les forces de pression. En

divisant par dV=dxdydz:

E, P(z + dz)dxdy + P(z)dxdy o
dv av B

soit

>~ (5) =0

fv sont les forces volumiques s’appliquant sur I’élément dV du fluide (c’est a
dire force par volume).
Cette relation se détermine de la méme maniére suivant x et y, ce qui permet

d’écrire le principe fondamental de la statique des fluides:
ZE —gradP =0

Si on considére que la force de pesanteur (ce qui est le plus courant, fluide
situé sur Terre, comme l'atmosphére terrestre ou les océans). La force

volumique de pesanteur est:

_F_amg_

—
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avec dm la masse du volume élémentaire dV et p=dm/dV la masse
volumique du fluide considéré. En appliquant le principe fondamental de la

statique des fluides projeté sur (Oz), il vient:

ar 0
pg dZ -
Soit
dP = —pgdz (D)

5.2.1.Cas d'un fluide incompressible et homogéne
Supposons ici que la seule force appliquée est le champ de pesanteur
terrestre, et que le champ de pesanteur est uniforme: la relation (1) peut

donc étre utilisée avec g constante.

Pour un fluide incompressible p = Cst. La 0
relation (1) s’intégre donc aisément en: ZoT -
g
P z l
dP = pg f dz z 4
Py Zo
P—Py=pg(z—zp) zv

e Conséquences
- Les surfaces isobares sont horizontales.
- P =Py+g [ pdz le dernier terme de cette égalité est le poids du liquide
contenu dans un cylindre de hauteur z — zyet d’aire I'unité.
e Exemple
La pression de l'eau dans 'océan a 15 m de profondeur est de 4 bars. On
souhaite connaitre la pression qui réegne a 200 m de profondeur. La densité

de 'eau de mer est de 1,02.
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Drer = Aoior * Poau = 1,02 - 1000 = 1020 kg /m?
Py =Py + gp(zp — z4)
Pg = 4. 10° + 9,81.1020(185) = 22,51. 10°Pa = 22,51bars

5.2.2.Cas d'un fluide compressible (l'atmosphére isotherme considéré
comme gaz parfait)

Pour étudier la variation de la pression atmosphérique terrestre en

fonction de l'altitude, on considére la température comme constante et le

champ de pesanteur uniforme. On considére que l'air est un gaz parfait

décrit par la loi;

__PRT
P="
L'équation (1) s'écrit:
dP = —pgdz
dP = i d
-~ T Rr9¥
P z
dP_j‘ Mo
p ) "Rr9%
Py Zp
in () = 5.9z ~ )
"\p,) T TRTIV %0

M
P = Pyexp [—ﬁg(z - ZO)]

p(2) = po exp[— R_Mr 9z - z, )]

I

M
p=p exp--=9z|

10
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e Exemple

Dans les couches basses de l'atmosphére terrestre (pour 0 < z < 11000 m:
la tropospheére), le modéle de 1'atmospheére isotherme doit €tre remplacé par
un modele ou la température varie avec l'altitude. On admet la loi empirique
T(z) = To — Az, avec To = 288K et A = 6,5 K.Km-1. On pose H = R To/Mg et l'air
est tj supposé parfait. Calculer dans ce cas la pression a Z; = 11km, Po =

1,013.10° Pa. Rép. P = 22605 Pa.

5.3. Mesure de la pression

5.3.1.Le baromeétre

Le baromeétre est un appareil qui permet de mesurer la pression
absolue, en particulier la pression atmosphérique. Le premier baromeétre a
été inventé par Torricelli en 1644. Torricelli remplit de mercure un tube de
verre d’'un meétre de long, fermé a une extrémité. Il le retourne et le plonge
dans une cuvette remplie de mercure. Il constate alors que le niveau de
mercure dans le tube s’abaisse, laissant un espace de vide au-dessus de lui.
Il1 vient de découvrir la pression atmosphérique, comme il I’écrit dans une
lettre: « Nous vivons submergés au fond d'un océan d’air élémentaire, dont

on sait par des expériences incontestables qu’il a un poids»

La figure ci-contre représente le baromeétre T
vide|
de Torricelli. ppercyre = 13,6 103 kg/m3. =g ®A
La pression au point A vaut Pa=0 (vide h=760 mm
absolu).
. , , Patm &
Le point B appartient au plan isobare dont

la pression est Ps=Patm.

Nous avons donc

Py — Py = pgh
Pytm = P4+ pgh = 13,6 -10%-9,81-0,76 = 1,01396 - 10°Pa

Question: quelle devrait étre la hauteur de la colonne si le tube était rempli
d’eau. Rép. 10,32 m
11
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Remarque; Le baromeétre est utilisé uniquement pour mesurer la pression

atmospheérique.

5.3.2.Le manomeétre
Un manomeétre est un appareil destiné a mesurer la différence de pression
entre un fluide contenu dans une enceinte fermée et la pression

atmospheérique. Il s'agit donc d'un appareil de mesure de la pression relative.

Manometre a bout fermé (a gauche) et manomeétre a bout ouvert (a droite)

5.4. Principe des vases communicants

Considérons des vases de formes quelconques communicants entre eux et

contenants un méme liquide au repos;

A B C D E

e Si elles sont soumises a la méme pression P, les surfaces libres sont a
la méme hauteur h.
e Les pressions en A, B, C, D et E sont identiques, quelle que soit la

forme du récipient.

12
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5.5. Théoréme de Pascal

i 0
Soient deux points, A et B, situés g Ae |ln,
dans un méme liquide a des profondeurs l
différentes (ha et hg respectivement). Be Lhy
v

D'apres 1'équation fondamentale de la statique des fluides, nous avons, en

supposant qu'a h = 0, la pression est nulle, Pao = pg ha et Ps = pg hs
P — Pa = pg (hs — ha) = pgAh

Pour une différence hg — ha constante dans un méme liquide au repos, la
différence Ps — Pa est constante, i.e que si Pa augmente, Ps augmentera de la

meéme quantite.

Ennoncé; dans un fluide incompressible en équilibre, toute augmentation de
pression produite en un point est transmise integralement aux autres points

du fluide.
Application: Presse hydraulique

La presse hydraulique est une application intéressante du théoréme de
Pascal, c'est un moyen simple de multiplier les forces, un petit piston de
section Si, sur lequel s'exerce une force F, communique la pression F;/S; a
un grand récipient surmonté d'un piston de section Si. Si les deux pistons

sont aux méme niveaux du liquide, Pa = Pg, donc F;/S; = F2/S>

La surpression P=F;/S; est transmise en tout point donc P=F5/S»

Fy Sz
F2=P'SZ=<S_>'SZ=F1'_
1

or S, > §;
donc F, » F;

Il est donc possible de soulever de lourdes charges au point B en appliquant

de petite force au point A.

13
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Principe de base du vérin hydraulique

6. Force hydrostatique exercée par un fluide sur une paroi
6.1. Force exercée sur un €élément de surface
Soit un liquide contenu dans un récipient de forme quelconque. Soit Po la

pression du gaz (le plus courant est 1'air) environnant le récipient.

En un point M situé a une distance h de la surface libre du liquide, la
pression est:
P(M) = Py + pgh

L’¢lément de surface dS entourant le point M subit:

- Une force d—ﬁ normale a dS et orientée vers l'extérieur de la part du

liquide:
df, = PdS = [P, + pghldS - &
- Une force d—f£ normale a dS et orientée vers l'intérieur du fluide de la

part du gaz environnant (l'air)

14
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df, = —PydS -7t
La résultante s’exercant sur dS est donc [force relative]:
df =df; +df, = (pgh)ds -1t
ou 7 est un vecteur unitaire normal a dS et orienté vers l'extérieur.
6.2. Résultante des forces hydrostatiques sur une paroi plane

6.2.1.Module de la force

Soit ¢ la largeur de la paroi perpendiculaire au plan de la figure et L sa
longueur dans le plan de la figure.

dS =df-dL

g dz il dz
= — = [
s dL sin@

ds =d¢t-

sinf

dz
sin@

hZ
_Sln9 fdl f zdz = ln9- 2

|| = pgz - dS = pgz - de-

15
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Sachant que

f=pghg-S=PF;"S

6.2.2.Point d'application de la force hydrostatique (centre de
poussée)

C’est le point d’application de la résultante de la force de poussée. Il se

détermine par le calcul du moment de la force F par rapport a un point O

quelconque, choisissons le haut niveau de la surface libre du fluide.

Pour déterminer le point d’application de F, noté C,on écrit le moment en O
0C AF = | OB nGF

Le moment de la résultante = résultantes des moments en un point (O par
exemple).

5 h?
PR
sin@ 2
dF = pgz-de -
- P9z sinf

0C=0C- i
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OC-F-LAR= | OM-dF QAR
& &

0C-F=f0M-dF

oc-P9 ehz—fozvl e
sind 2 pgz sind
z
avec OM = ——
sinf

pg , B pg f"’ f"
0C-——.¢-—= | de- | z%d
sinf 2 (sing)? J, 0 z e

2

OC'Gt’h—flh3
sin =3

OC_z h _zL
3 sinf 3

e Ou bien, on peut appliquer directement la relation;

Ig
Z(;.SAB

Zc = Zg +

I; représente le moment d'inertie (quadratique) par rapport a l'axe qui passe

par le centre de gravité de la surface S, par exemple pour une section

rectangulaire;
Nl
bL3 L 2 2 l
IG = —=Zc :—+LLZ—L

12 2 b 3

v

6.2.3. Cas d'une paroi plane verticale
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5_6’/\17":[0_1\/1)/\&75

h
F=P;.S =ngL.{’

dF = pgz.dS = pgz.£.dz
OM =z

h h h h 1
0C.pg=L.¢ = £.dz= 0C.—L.= 2 dz==h3
.pg2 . z.pgz.t.az = o L z°.az 3
0 0

OCL—ZhZ
3

Puisque L=h donc

OC—Zh—zL
33

6.2.4. Cas d'une paroi plane horizontale (voir figure précédente)
dF = P.dS = pgh.dS
F = [ pgh.dS = pgh. Scar toute la surface sera touchée par le fluide
La force de pression applique sur une paroi horizontale, est égale au poids
d'une colonne liquide verticale.
Le point d'application de cette force est situé au centre de gravité de la
surface.

6.3. Reésultante des forces hydrostatiques sur une paroi courbe
Considérons une paroi AB courbe de surface S en contact avec un liquide.
La résultante des forces de pression F peut étre décomposée en deux

composantes; une composante horizontale Fy et une composante verticale

Fv.

z=h

18
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6.3.1. Détermination de la composante horizontale

dFy = pgzdS' B’

hs
Fy = fpgzdS’

, ds’
Fy = pgheS

Al

ou la surface S’ est la projection de la surface S sur le plan perpendiculaire a
la surface libre du liquide.

Nota 1: le centre de poussée de la composante horizontale est le centre de
poussée de la section projetée S'.

6.3.2. Détermination de la composante verticale

dF, = pgzd$S 20
avec zdS = dV est le volume élémentaire :j:j:j:j:j:j:j:j:j:j:j:j:j:j:
Fy = pgV L
-l Liquide Ll
g

A dFV

La composante verticale Fv est égale au poids du volume du liquide porté par
cette paroi.
Nota 2: le centre de poussée de la composante verticale est le centre de

gravité de la colonne du liquide délimitée par la paroi.

Remarque: si le liquide est au dessous de la paroi, - - --1- -

la composante verticale représente le poids )

du liquide s’appuyant sur le contour AB o)

Fy =pgV SOOONONN R

19
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Exemple
Déterminer la résultante des forces hydrostatiques appliquée par l'eau sur

un quart de cylindre

Nous décomposons, tout d’abord, la résultante des forces hydrostatiques en
deux composantes Fy et Fv

e Calcul de Fy

Fy = pghgS’
S' est la projection de la surface S sur le planperpendiculaire a la surface

libre du liquide.

S"=R-¢
L _R
¢ 2
RZ
Fu=pg—-*¢

Le point d’application de Fy est OC = ER

20
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e Calcul de Fy

77
e /,
4 %

Fy = pgVv X

20,

/% S

V'=Sapot=—=¢ Eau
mR? DOONNAN
F,=pg—-% L

4
L . R
o o
1
Z; =§ffzd5

En coordonnées polaires

1 1R 2 4R
X =3 f(rcosH)rdrdH = E,f T drf cos6dO = 37
0 0

1 , 1 (R : 4R
Zg = gﬂ(rsme)rdrde = §j rzdrf sinfdo = Ey
0 0
g <4R 4R>
- \3n'3m

R R \* nR2 \*  R? w2
F= |[Ff+F;= pg7-€ + pgT-{’ =pg7€ 1+T

Le centre de poussée ou le point d’application de la résultante des forces

hydrostatiques par l'eau sur cette paroi courbée est déterminé

graphiquement;
R2 FH
Fy P95t 2 )
tanf =—=—"="—=—
Fy mR? g T F
P9 —; F v
0 = 32°
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7. Equilibre relatif

7.1. Pression dans un fluide soumis a une accélération horizontale
constante

Soit un réservoir contenant un liquide soumis a une accélération d

constante horizontale

-

tan 0 =

-

Le principe fondamental de la statique des fluides s’écrit:

> Fo - gradp = 0(»)

—

fy= forces volumiques extérieures:

. dmﬁ -
e Le poids =—==
poids fy, = —>==pg
9e . - < o —dm(_i -
e La force d’inertie opposée a a; fy, = —, = —pa

() = p(g—a) = gradP

Projection de cette équation donne

( JdP
Ox:—pa = x
apP
4 Oyia =0
apP
ka: —-pg = P

D’un autre coté, nous avons la différentielle de la pression;
oP (ap oP

@)zo dy + Edz = —padx — pgdz

22
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dP = —p(adx + gdz)

e Equation des surfaces isobares
Les surfaces isobares sont tel que dP = 0

dP = —p(adx + gdz) =0

adx — gdz ) . <ob
. 7 kes surfaces iso aresj
fdz = —f—dx D4
g / R
a a
zZ = —Ex+cst .
L
x=0z= h+§tan9
L >
cst =h+—tan6 X

2

a L
z=——x+h+—=tanf
g 2
7.2. Pression dans un fluide soumis a une rotation uniforme
Soit un vase de rayon R contenant un liquide dont la surface libre est
initialement a la hauteur h. Le vase tourne autour de son axe Oz a la vitesse

angulaire @ constante.

D’aprés la théorie du mouvement

circulaire, l’accélération radiale est; R |. R

Par rapport a un repére tournant autour
du vase (0,e,,eg,e,), le liquide est au

repos et est soumis aux forces:

e Le poids fi,, = pg

e La force d’inertie; f,, = pw?r-e;

23
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Le principe fondamental de la statique des fluides s’écrit:

Zf;—gradP =0

pg +pwir-e =

opP _,

or

16P

gradp =
gra 69

e, +—

gradP

oP__
+a—ez

Projection de cette équation donne (coordonnées cylindriques (0,1, 6, 2))

(— doP
e pw r:E
1ap
%' 55 =
. _aP
eZ' pg_az
dP—an +0Pd9+an (w?rd dz)
_67‘ Tr 69 a Z = plw~rdr gZ

e Equation des surfaces isobares

dP = p(w?rdr — gdz) = 0

fdz__frdr

Z=ZT + zp

Ce sont des paraboloides de révolution de méme axe que l'axe de rotation.

e Equation de la surface libre

Sans rotation, le volume estV = nR?h
En rotation, ce volume peut s’écrire en
somme suivante:

V=V1+V2

R
vV, = f m(R? —r?)dz
0

0)2
avec dz = Frdr

2

R 1) Tw?R*
vV, = j m(R? —r?)—rdr =
0 g

4g

V2 = T[RZZO

On aura donc

24
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V = nR%h = tR?z, + TO
=T =T Zo 4g
(L)ZRZ
=h-—
Zo 4g

Par suite I’équation de la surface libre est
w? w?( , R?
ZZE‘I” +ZO=E o +h

. R
iz=h,onaurar=—
S , on aura %

8. Principe d'Archiméde - Flottabilité
8.1. Principe d'Archimeéde
Soit un corps solide de volume V immergé dans un liquide de masse

volumique p

Le corps est soumis aux;
e Son poids
e Les forces de pression verticales et horizontales.
- La résultante des forces de pression horizontales est nulle car Fu1 =
Fra
- La résultante des forces de pression verticales est Fv = Fvo — Fy1 dirigée
vers le haut.
Il1 est donc soumis a une force dirigée en sens inverse du poids et égale en
intensité pour assurer I’équilibre des forces. Cette force est appelée Poussée

d’Archiméde.

25
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Enoncé du principe d’Archiméde
Tout corps plongé dans un liquide subit une poussée verticale dirigée vers le
haut, de centre de poussée C (le centre de gravité de la parti immergée) et

dont l'intensité est égale au poids de liquide déplacé.
PyP,y = Priyide- 9- Vliquide déplacé

8.2. Equilibre d'un corps immergé dans un liquide
L'équation d'équilibre pour un corps immergé dans fluide est ), F=0
P+P,=0
P = pcorps- - Veorps
Py = Privide- 9+ Vimm = Priuide- 9- Vaeplace = Peoprs- - Veorps
Pcorps * Veorps = Priuide * Vaéplace

Pcorps _ Vdéplacé

Prfluide Vcorps

®  Deorps = Pliquide 1€ COTPs est immergeé et reste entre deux couches liquides
(équilibre indifférent).
®  Deorps > Pliquide 1€ COrps descend jusqu’a toucher le fond du récipient.

®  Deorps < Priquide 1€ COrps monte et flotte jusqu'a la surface du liquide.

AP,
Liquide _ Liquide ‘@®
Py =
pcorps > pfluide "P
AP, Liquide
P
pcorps < pfluide
pcorps = pfluide
vﬁ

Application
Un iceberg de masse volumique pcorps = 920 kg/m? flotte dans l'océan (masse

volumique de l'eau salée: pguige = 1025 kg/m?). Le volume émergé est 500 m3.

Quel est le volume immergeé ?

26
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P+P, =0

Vémergé

P = pcorps- - Veorps

= peorps- 9- (Vemerge + Vimmerge) Ll (it

Py = pauide: 9+ Vimm

Peorps- 9- (Vemerge + Vimmerge)
= Pfuide: - Vimm

Pcorps

immergé —
V gé
Ptluide pcorps

Vémergé

Application numeérique; Vimmergs = 4380m3
8.3. Stabilité des corps immergés
Soit un corps immergé dans un liquide. Deux situations sont observées;
e Si le corps est homogéne, alors le centre de
poussée C (appelé aussi centre de caréne)
coincide avec le centre de gravité du corps G,

I’équilibre est dite indifférent.

Définition: Une position d'équilibre est dite

indifférente lorsqu'un mobile ne manifeste aucune

tendance a quitter la nouvelle position qui lui est

assigneée.

e Sile corps est hétérogéne (exemple; un solide qui se compose de deux

matiéres différentes), alors le centre de poussée C est différent de G;

| B

P1 P1
G
oC C

®

P2 G P2

VB
P
C est en dessus de G; équilibre stable C est en dessous de G; équilibre instable

27
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Remarques;

Une position d'équilibre est dite stable lorsqu'un mobile légérement
écarté de sa position initiale sous l'effet d'une action perturbatrice trés

petite tend a y revenir de lui-méme.

Une position d'équilibre est dite instable lorsquun mobile légérement
écarté de sa position initiale sous l'effet d'une action perturbatrice

tend a s'écarter de cette position initiale.

8.4. Stabilité des corps flottants

I
Si le centre de gravité G est au-dessus du TPA

centre de poussée C, le poids et la

poussée d’Archimeéde ont la méme ligne

d’action, G et C doivent étre sur la méme

!

G est en dessus de C; position stable

G
C
P

verticale. Cette situation correspond a

une position stable.

Si le centre de gravité G est au-dessus du centre de poussée C, le
poids et la poussée d’Archiméde n’ont pas la méme ligne d’action, la
forme de la partie immergée change et de ce fait, le centre de poussée
se déplace en C’. La ligne d’action de la poussée d’Archimeéde se

déplace aussi et coupe 'axe de symétrie en point M appelé métacentre.

Remarque: la distance GM est appelée la hauteur métacentrique.

La stabilité dans ce cas est liée a la position de G par rapport a M:

—

P_) i PA i

A/l '
'

M est en dessus de G; équilibre stable M est en dessous de G; équilibre instable
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On détermine la position du métacentre M par la relation suivante:

I
GM = ———-C(CG

imm

I est le plus petit moment quadratique du plan flottaison par rapport a 'axe

passant par le centre de ce plan Gp. [ = min (IGX,IGy)

Plan flottaison

_—

/o

GM = 0 équilibre neutre
GM > 0 équilibre stable
GM < 0 équilibre instable

Application:

Un corps, de densité d = 0,8 flotte sur l’eau.

Ses dimensions sont 1m X 2m X 3m.

Calculer la hauteur métacentrique et vérifier sa stabilité

Calculons tout d’abord la hauteur de la partie immergée h

On a
P,=P

‘ h$ :G
Peau- 9- Vimm = Pcops-9- Vcorps C

Peau-9-S-h =d.peau-9-S- ¢
h=d.{=08-1=08m

La hauteur du centre de la caréne ou le centre de poussée C est OC = % = 0,4

La hauteur du centre de gravité G est 0G = ; =0,5

Donc €CG =06—-0C=05-04=0,1m
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Nous appliquons la relation de la hauteur métacentrique

GM = ———¢G

imm

yA
, ~ (bh® hb3
I = mm(lx, Iy) =min 1212
. (3-2%2-3°
-\ T 12 2m s
1_3-23
12 — —
32° 3m
GM =22 — (G
S.h
32°
M=—=22—-01=07
G 32-1.04 01=073m>0

= M est en dessus de G: équilibre stable
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Chap. II Cinématique des fluides

CINEMATIQUE DES FLUIDES

Introduction

La cinématique est la description analytique dun systéme en
mouvement. Elle s’intéresse aux mouvements des fluides par rapport au
temps sans tenir compte des forces qui ont donné naissance.
Le probléme qui se pose est comment observer un milieu fluide en
mouvement, comment ’'observer et comment le décrire ?
A ce fluide, on attache des grandeurs cinématiques (position, vitesse,
accélération) et des grandeurs thermodynamiques (masse volumique,
température, pression, . . .).

1. Fluide en mouvement

Deux meéthodes différentes peuvent étre utilisées. Elles difféerent par
choix des variables adoptées.

1.1. Description de Lagrange

Soit une particule fluide, a l'instant t, définie par son vecteur position
7(x,y,2), avec X, y, et z dépendant de t et des coordonnées Xo yo, zo a l'instant
to. Ces variables sont appelées variables de Lagrange. On peut dire que la
connaissance de toutes les trajectoires donne une description compléte du
mouvement. La description de Lagrange consiste a identifier les particules
du systéme par leur position et suivre de facon individuelle le mouvement de

chaque la particule fluide.

Az %/ Trajectoires
“ez @
x
_ O >
y e

Y

o

. . - . - dar
La vitesse instantanée de la particule v = =

d*v

dt?

L'accélération instantanée de la particule a =
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1.2. Description d'Euler

Dans la pratique, il est difficile d’identifier et de suivre, une particule
fluide en mouvement. Il apparait donc judicieux d’introduire une description
alternative pour un écoulement. La description d'Euler consiste a se placer
en un point d'observation M(x, y, z) fixe et a étudier les variations des
grandeurs physiques (par exemple la vitesse) a des instants différents. La
vitesse v(M,t) du fluide en M a linstant t est fonction des variables
indépendantes r et t. Ainsi, l'ensemble des vitesses v(M,t) ou champ de

vitesses, permet de décrire le mouvement du fluide. Ce champ s'écrit en

fonction des quatre variables d'Euler;

,u(x, Y,z t)
v139(x,y,2,t)
w(x,y,z,t)

On peut récapituler les deux descriptions dans le tableau suivant

Description de
Description d'Euler
Lagrange
Variables X0, Yo, Zo, t X, y,2zt
x=x(x0;J’o:Zo:t) ll=ll(x:Y;Z,t)
Inconnues y = y(xo, Yo, Zo, t) 9 =9(x,y,z21t)
z = z(xg, Vo, Zo, ) w=w(xy,zt)

Remarque
En pratique, la description d’Euler qui est plus commode que celle de
Lagrange car;
- Pour les écoulements permanents, la projection des vitesses sur le
repéere de référence ne dépendent pas du temps.
- Les vecteurs vitesses de l'écoulement forment un champ de vecteurs
auquel on peut appliquer les propriétés des champs vectoriels.

2. Vecteur tourbillon

Par analogie avec un solide en rotation autour O fixe, pour lequel le vecteur

rotation Q(t) est uniforme et lié a la vitesse locale ¥(M,t) par la relation:
B(M,t) = Q(t) A OM
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On définit le vecteur tourbillon d'un fluide en mouvement, a partir du champ

local des vitesses, par la relation:
— 1, .
QM,t) = Erot[v(M, t)]

3. Lignes de courant

Soit une particule fluide de vecteur position 7(x,y,z) a linstant t;, a la
méme instant, une autre est a 7 + d7. En chaque point de 1'écoulement, on

observe la direction de la vitesse.

AZ U3
M
Uy 3
M,
vy
uez M,
X
0 > >
ey €y

Définition
La ligne de courant est une courbe tangente en chacun de ses points M;, M,,
M;... appartiennent a la ligne de courant, au vecteur vitesse en ce point.
On peut donc écrire VAd7 = 0

éx &, &,

vAdF =|u 9 w|=0
dx dy dz
(9dz — wdy)é, — (udz — wdx)é, + (udy —9dx)é, = 0
dx dy dz
uGoy,zt) 9@y zt) wy,zt)

U, 9 et w étant les composantes de ¥
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Exemple

Soit 1'écoulement plan définit par le champ de vitesse;

L H=ax
U{ﬁz—ay+t

La ligne de courant est telle que:
dx  dy
ax —ay-+t;
(—ay + t))dx = axdy
—a(ydx + xdy) + t;dx =0
—ad(xy) + t;dx =0
—axy + tyx = C(t)
y= t;x — C(t)
ax

C(t) est une constante d'intégration.

4. Tube de courant
On appelle tube de courant a linstant ti, la surface constituée par

l'ensemble des lignes de courant au méme instant s’appuyant sur un

N
! \
\ \
\ \
'\ Tube de courant a l'instant t,
. \
\
\

N
v
\
\
Y
~.

contour fermé.

5. Trajectoire
La trajectoire est la courbe décrite au cours du temps par une méme
particule de fluide du champ d’écoulement. Il ne faut pas confondre la
trajectoire et la ligne de courant car pour cette derniére, on considére des
particules difféerentes au méme instant tandis que la trajectoire est relative

a une méme particule a des instants différents.
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Les équations parameétriques différentielles des trajectoires sont données

par:
rdx
d_t—ﬂ(x,y'z,t)
1D
i X,¥,2,t)
dz_ ( 0
Kdt_w X,V,Z,

Exemple; reprenons l'exemple précédent;

v{ﬁ =—-ay+t
dx_
dt

dy

dt

ax
=—ay+t
dx
— = qdt
X
dy = (—ay + t)dt

{ x(t) = e
dy = (—ay + t)dt

On pose A = —ay+t=>dA=—ady+dt:>dy=—%(dA—dt)

dt

1
dy = ——(dA~dt) = Adt = —— =

1 1 1
—aln(l —ad) = —Eln(l +a*y—at)=t=Imn(l+a*y—at) a=t
1
(1+a%?y—at) a=et = 1+a’y—at)=e

— L (at—1+4e
y_az(a e )

Inx
xt)=et > lhx=at=t=—
a

== —1(1 1+ ‘“”‘)—1<l 1+1>
y= y—az nx e = nx .

1 1
yzﬁ(lnx—l-l—;)
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6. Dérivée particulaire

6.1. Définition
Une dérivée particulaire de la grandeur G scalaire ou vectorielle est la
dérivée par rapport au temps dune grandeur définie sur un ensemble de

particules fluides lorsque l'on suit la particule dans son mouvement. Notée

DG
Dt’

6.2. Relation de la dérivée particulaire
Soit G=G(x,y,z,t) une grandeur caractéristique attachée a wune particule
fluide. Entre t et t+dt, la variation de G pour la méme particule est;
dG = G(x+dx,y+dy,z+dz,t+dt) — G(x,y,21t)
De méme, sa différentielle s'écrit
G G G oG

dG:adx-l_@dy-l_EdZ—i_Edt
DG dG 0G (dx) 6G(dy) aG(dZ)_l_aG
Dt —dt odx\dt) dy\dt) dz\dt) ot
u 9 w

99—t w—+—

DG 3G 3G 0G aG_aG+< 9
bt HoxTVay  “az T ar o T \H

_

ou aussi ¥ - V= ¥ - grad
donc
DG 0G

Dr - ot + (v. grad)G

0G

5, feprésente la dérivée temporelle locale, en considérant x, y, z constantes.

(v-grad)G est un terme du au déplacement non uniforme des particules

fluide.

6.3. Expression de l'accélération d’une particule fluide
La vitesse est une grandeur caractéristique de la particule fluide qu'on peut
suivre sa variation au cours du temps ce qui meéne a l'accélération;
., Dv 0dv
a= Dt ot +
(.grad)v = (8.V)ue; + (8.V)9e, + (3.V)we;,

(. grad)v
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=N au au au\ _, a9 a9 ady\ _,

(v.V)v=(ﬂa+ﬁ@+w£)ex+(ua+19@+w£>ey
Jw Jw Jw\ _,
+<u6_+19$+w6 )ez

+ Ha-}-ﬁ@ﬁ-w&

a9 ( 09 + 9 a9 N 619)
B Hox dy “ oz

dw ( dw dw aw)
= u

( au ( au u a,u)

— 99— —
d0x * dy T 0z
7. Loi de conservation de masse

7.1. Débit volumique

Le débit volumique est le volume du fluide traversant une section

élémentaire dS, il est définit comme;

S
7.2. Débit massique

Le débit massique est la masse du fluide traversant une section élémentaire

Am = ff p.7.dS
S

On considére un écoulement d'un fluide de volume V entre les instant t et

dS, il est définit comme,;

t+dt, la variation de la masse s'écrit

dm m(t+dt) —m(t) L —
dt = dt = —8Mgortant = —qm = — ff p.v.dS
S

W=
el p. V.
S

On a aussi la masse a un instant t dans un volume dV;

0= [] nav
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(fff p.dv) ff S

[ %av = [ oo

L'utilisation de théoréme de Green-Ostrogradski (Jf = [f ), permet

d'écrire

fﬂ V= f‘[ div(p. 5)dv
ﬂf [%Ft) + diV(p.ﬁ’)] 4V = 0
A\

oo .
It + div(p.v) =0

ou encore, puisque div(p.v) = v.grad. p + pdiv(¥) on aura donc

d _—
i + v.grad.p + pdiv(v) = 0

Jt

Dp

Dt

Dp+ div(v) = 0
Dt pdiv(v) =

Remarque: pour un fluide incompressible (p = cst), on aura div(v) = 0

8. Classification des écoulements des fluides
8.1. Ecoulement stationnaire ou permanent
Si le champ de vitesses en M ne dépend pas du temps Z—: =0
8.2. Ecoulement uniforme
Si le champ de vitesses en M ne dépend pas de la position g—: = g—; = Z—Z =
8.3. Ecoulement irrotationnel (potentiel)
L’écoulement est irrotationnel si le vecteur tourbillon est nul partout
oM, t) = %ﬁ[ﬁ(M, )] =0
VM, Rotv(M,t) =0

Cette propriété a pour conséquence:
v = grade
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Le vecteur vitesse ¥ dérive d’'une fonction potentiel ¢. L’écoulement est dit a
potentiel des vitesses ou plus simplement écoulement potentiel.
8.4. Ecoulement rotationnel (tourbillonnaire)

Dans ce type d’écoulement:

— 1___, N —
QM,t) = Erot[v(M,t)] =0

Le vecteur tourbillon est non nul en certain point.

IM, Rotv(M,t) = 0
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Chap. III Dynamique des fluides incompressibles parfaits

DYNAMIQUE DES FLUIDES INCOMPRESSIBLES PARFAITS

1. Equation d'Euler
Considérons une particule fluide de volume dV en mouvement avec une

vitesse (en description d'Euler) v(7,t). Son accélération est donnée par la

dérivée particulaire d = L;—f = (Z—T)F + (0. grad). v

Appliquons le principe fondamental de la dynamique (PFD) en considérant
que le mouvement de la particule fluide (non visqueux) est dans le champ de
pesanteur uniforme.

Bilan des forces
- Forces de pression dE, = —(gradP)dV
- Les forces de frottement sont nulles (viscosité est nulle)

- Les forces extérieures (généralement ce n'est que le poids)

D"}) — -
am.D—t = —(gradP)dV +dm.g

-

Dv R
om=p.dV = ’O'D_t = —(gradP) +p.g9

ov - -
p. [(6_1;> + (¥. grad). 17] = —(gradP) +p.g

Il1 est claire, que si le fluide est au repos (vitesse nul), on retrouve la loi

fondamentale de la statique des fluides —(WP) +p.g= 0
2. Equation de Bernoulli

Hypotheéses;

e Le fluide est parfait et incompressible

e L'écoulement est laminaire et permanent (stationnaire).

e La seule force extérieure est le poids.
Considérons l’écoulement permanent dun fluide incompressible entre les
sections S; et S, jusqu’a Slvet Szv. Le théoréme de Bernoulli est une forme de
la conservation de l'’énergie mécanique (puisque le fluide est parfait=pas de
forces de frottement). L’énergie mécanique de la position (1) est égale a celle

de la position (2):
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E, =E,
L'énergie E est par définition la somme de toutes les formes d'énergie
pouvant appartenir au systéme (fluide)
E=FEc+ Epext

e [E_ est ’énergie cinétique, donnée par;

1 AZ

E.= Emv2

e Energie potentielle de pression
Cette énergie s'exprime comme le
travail des forces de pression a travers
la section S pour un déplacement Ax;

Eyre =P+ S Ax

m m
Py =5 ax
m
S:p-Ax
E,.,=pPC
pre — P

e Energie potentielle de pesanteur
Cette énergie s'exprime comme le travail possible des forces de pesanteur.
Soit g la valeur de l'accélération de la pesanteur du lieu considéré;
Epes=m-g-z
D’aprés le théoréme de la conservation de I’énergie mécanique:

E1:E2

) m 1 m
Emv1 + P1?+ mgz, = Emv2 + PZF+ mgz,

1 2 1 2
SPvit Pt pgzy =5pv; + P+ pgz;

2
p.7+P +p.z.g =Cst

Les termes de cette équation sont des énergies par unité de volume (J/m3),
ce sont aussi des termes de pression (Pa).

En effet, 1J/m3 = INm/m?3 = 1IN/m?2 =1Pa

2
La quantite (p.% + P + p.z.g) est appelée la charge totale du fluide.
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3. Applications du théoréme de Bernoulli

3.1. Vidange d’un réservoir (formule de Torricelli)

2

vi v3 S
Pa+pzag +p— =P +pzpg +p— &

Py = Pg = Pyem

La loi de conservation du débit volumique s’écrit;

Qv = SaVa = SpVp

Sp

Sp .
V4 = —vgavec sgp K Sy =>S——>O=>UA—>0 i

S, A

vp=_|2g(za-zg)=y/2gh—formule de Torricelli Y

Exemple:

Soit un réservoir de forme cylindrique remplit D=4m
d’eau (fluide supposé parfait). L’eau s’écoule avec i
un régime stationnaire a travers un orifice qui se
trouve au fond du réservoir.

1) alinstant t—h(t). Determiner la vitesse a l'orifice

2

A

\
z, : h

at=0 h0=3m

\ 4

d=4cm

2) Ecrire la relation de la conservation du débit et la relation de ’evolution de

h en fonction de . Quel est le temps de vidange.

Solution

1) vg =/2gh
dh

2) s.vg =Sy, = _S'E

S.+/2gh = —S.%

dt
dh S
— =——,/2gdt

S
2vh = _E‘/th +K

t=0-h=hy—>K=2/hy

2

_ 3 /i
h(t) = hy |1 S |2n,
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2

Le temps de vidange h(t) = h, [1 - (g f%) t] =0
0

2
t = E % = (2) Z_hO =7820s = Zhlominuteszosecondes
sy9g \d/ (g

3.2. Tube de Pitot

O\

h

; \.‘4
Py= P I

La vitesse dans la conduite (méme vg) en fonction de h:
Ppy = Pp1 + pogh
Pg, = Pg + pg(zp — 7p1)
Pyy =Py + pg(zg — 741)

Pg — Py = pg(z4 — za1) — pg (25 — zp1) — pogh (1)

Equation de Bernoulli entre A et B

1 1
Pa+5pvi +pgza = Pp +5pvs + pgzs
v, = 0 (A est un point d’arrét)
1
PB_PA:pg(ZA_ZB)_EpUI-ZIe (2)

A partir de (1) et (2) on trouve

Vg =V = Zgh<
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3.3. tube de Venturi

S,
p 3,
V) / \) \1—9—‘2—>
Sy S
By f
h
.b’l ) | I
Z - Y |>
‘)” > ()

Le tube de Venturi est une variante de l'expérience précédente (tube de

Pitot). Un calcul semblable au précédent donne:

S —
v, = e 2gh (Po P)

JSZ =52 p

4. Théoréme de quantité des quantités de mouvement

Grace au théoréme de la quantité
de mouvement nous pouvons déterminer
les forces exercées sur les objets qui ont
pour environnement les fluides en
écoulement. Le principe fondamental de
la dynamique (PFD) s’écrit;

., dP
ZFext=ma=E

A l'instant ¢, la quantité de mouvement s’écrit;

B(t) = dmv;

A T'instant t+dt, la quantité de mouvement s’écrit;
B(t + dt) = dmv,

B(t +dt) — P(t) = dm(v; — v;) = dP(t)

dP(t)
dt

dt = dm(v, — vy)
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dP(t) dm _. N
= —(Vz — V1) = qm(v; — 171)

dt — dt
D Ford = an(@ — %)

4.1. Réaction d’un jet
Les forces exercées par jet un d’eau sont déterminées en utilisant le
théoréme de la quantité de mouvement. Ces forces sont employées dans
divers applications a l'instar de la production d’énergie électrique.

Nous appliquons le théoréme des quantités

) . L z
de mouvement pour déterminer la réaction
du jet horizontal s’¢chappant d'un orifice Patm
percé dans un grand réservoir. v~ 0
y

EE):‘Im(v_z)_v_f)

S
PpOldS+F = CIm(U_z)_U_f) :
F est la résultante des forces de pression. 1‘3" ﬁﬁ 0 v, X

La projection de cette équation sur (Ox)

donne;

— — — 2
F = qmv, = psv, v, = psv,
N——

dm

Dans le sens inverse, le réservoir subit une force égale et opposée a F,
appelée réaction du jet:
R = —psv,?
En utilisant la formule de Torricelli;v, = \/Z—gz
R = —2psgz
4.2. Jet impactant

Soit un jet d’eau horizontal (dans le plan
Oxy) frappant un obstacle avec un débit U_i\
massique gq,,. L'obstacle provoque une

déflexion du jet d’'un angle B.

ZFext:qm(v_Z)_v_l)) U, —

PpOLdS +F = Qm(v_z) - v_l))

T
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Le jet d’eau est dans le plan Oxy, donc la projection sur ce plan donne
(Ppmds = 0);
ﬁ = Qm(ag_ﬁ)

1 2 1 2
Pr+pgzi +5pvi = Py +pgz; + 5 pv;

Le poids de I’eau est négligeable
Py =P, = Py,

v1 = 172
— (V1
V1 ( 0 )

. (Ulcosﬁ>

v, ,

vysinf

{Fx = qmv1(1 — cosp)
Fy = qm(v15inp)

F= |E*+FE? = quvyJ (1 — cosp)? + (sinf)? = qmv1y/2(1 — cospB)

E, sinf

- Y___ >
tgt = E. (1 —cosB)
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DYNAMIQUE DES FLUIDES INCOMPRESSIBLES REELS

1. Notion de viscosité

1.1. Profil des vitesses

_______ vmax o __
A cause des forces de frottement,
les molécules qui composent les , 4 A, v+ Av
couches de fluide ne s’écoulent pas a 2 N
v
la méme vitesse. Chaque couche a sa v =

vitesse v(z) en fonction de z.

On dit qu'il existe un profil de vitesse.

1.2. Viscocité dynamique
Soit deux couches d'un fluide visqueux en mouvement séparés par une
section qui s’oppose a la direction du glissement (perpendiculaire) dune
couche sur l'autre. Le module de la force de viscosité exercée par une couche
sur une autre est proportionnelle a la différence de vitesse des couches soit
ov, a leur surface S et inversement proportionnelle a 0z (formule de Newton):

av

dF =ndS 7

n est la viscosité dynamique du fluide,

dF 9z _MLT?/I?

= |[—=—=|= ———=ML1T?
dsavl ~ LT-1/L

[n]

L'unité de la viscosité dans Systéme International (SI) est le poiseuille P1 tel
que; 1 PI=1 Pa.s=1 kg/m.s. Comme 7 est treés petite, on utilise couramment

le centipoise (cPo)

1Pl =10Po =100 cPo
Exemples:

A 20°C = npqy = 1 cPo

A 20°C = 1,4, ~ 0,018 cPo

1.3. Viscosité cinématique
La viscosité cinématique est le rapport entre la viscosité dynamique et la

masse volumique (unité m2.s-1)
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2. Equation de Navier-Stokes
En absence de viscosité (fluide parfait), I’équation d’Euler s’écrit:
Dv

p'D_t = —(gradP) +p.g

Considérons deux surfaces paralléles dS d’un fluide visqueux en écoulement
avec une vitesse U = v(y, t)e,.

A

y

y+dy

v

La force exercée par la couche (1) sur la couche (2)

— av .
dF, = —n (6_) dSe,
Yy
. - 5= o= av v — _ 0% —
La résultante est dF = dF, —dF; =1 [(a_y)y+6y — (a—)yl dSe, =1 3y dydS e,

dV=volume

La résultante de la force volumique de viscosité est

dF 0%v_,

dFvolumique = av =1 dy? €x

De méme facon pour les autres axes

_ 0%v_, 0%*v_, 0d%*v_, R
dFvolumique =n %2 ex t dy? ey + 972 e; | =nlv
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L’équation de Navier-Stokes s’écrit
Dv -
P-Dr = —(gradP) + p.g + nAv
3. Ecoulement de fluide dans une canalisation (écoulement de
Poiseuille)
Considérons 1'écoulement permanent laminaire d'un fluide de viscosité n et

de masse volumiquep, dans une conduite cylindrique horizontale. Le rayon R

du cylindre est faible et la pesanteur est négligée.

L’écoulement est laminaire et suivant la direction z, le vecteur vitesse en tout
point s'écrit;
v =v(r)e,
En négligeant la force de pesanteur, ’équation de Navier Stokes s’écrit:
Dv

P = —(gradP) + nAv

Les composantes de la vitesse sont:v(0,0, )
oP_. 10P__ 0P

gradP = ﬁer + ;%eg + ge_z’
La projection de 1'équation de Navier Stokes donne:

( _oP
~or
) 0 JaP
00

D& _ 0P

P Dt 0z e

to—t e
0z or2 ror 12002 0z2
be Y
Dt

ot Py TVree TS,

dw dw 10w dw oP 0’°w 10w 10%°w 0%*w
p( )— n (*)
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. Jw
L’écoulement est permanent i 0

. . Jw w
La vitesse varie selon r donc 5= =

Premiére intégration

Deuxiéme intégration
1 ¢dPy\ ,
w = E(E) re+ Klln(r) + Kz

r=0= w—- —oo alors que la vitesse est finie, ce qui impose que K; =0

1 (dPy
TzR:w:O:KE:_E(E)R
) =5 (3) B~
w(r) = m\a r

dpP
w(r)=0=>—<0
dz

1 /dP )
Wmax = a)(r = 0) = _E<E)R
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Le profil des vitesses est une parabole

Nous définissons la vitesse moyenne de 1'écoulement comme le rapport du

débit volumique sur la section de la conduite, on a:

_wv_ 1[5
(w) = S —nszfv ds

dS = 2nrdr
= ff (R2 —r2) - 2nrdr
(dP
(w) = — > sz (R? —1r?) - rdr
(@) = R? (dP) Wmax
877 dz 2

qy ={(w)-S = —R—Z(d—P> mR?

dz
L nR* (dP)
v == 8n \dz

4. Régime d’écoulement - Nombre de Reynolds

L'expérience de Reynolds (1883) permet d'observer deux régimes
d'écoulement: le régime laminaire et le régime turbulent a l'aide d'un
dispositif comportant une conduite cylindrique transparente dans laquelle

s'écoule un liquide avec un débit contrélé par une vanne située en aval.
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colorant
. _
tube
transparent
vanne
cuve a niveau
O. Reynolds (1883) constant

En amont de cette conduite, un colorant est introduit a l'aide d'une
pipette et permet la visualisation d'un filet de fluide coloré (ligne d'émission).
L'expérience montre que l'augmentation du débit cause un passage d’'un état
rectiligne (le régime laminaire) a un état instable (le régime turbulent), en

passant par un état intermédiaire appelé; le régime transitoire.

filet

coloré
________________________________________| 1 I
________________________________________| | |
dcaulement laminaire ecoulement turbule nt écoulement turbule
vue instantanée YUe en pose

Reynolds a montré que la transition du régime laminaire au régime
turbulent est liée a la fois au débit un nombre sans dimension appelé le
nombre de Reynolds regroupant la vitesse v, le diamétre D de la conduite, la

masse volumique et la viscosité n
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et 'expérience montre que

si Re< 2000 le régime est LAMINAIRE
si 2000 <Re< 4000 le régime est intermédiaire
si Re> 4000 le régime est TURBULENT

5. Pertes de charge

Lors du d’é¢coulement des liquides des frottements apparaissent entre les
différentes couches de liquide ou entre les parois de la canalisation ou d'un
accident. Ces frottements dus a la viscosité, entrainent une perte d'énergie
pour le liquide. On parle de pertes de charge. Pour une canalisation
horizontale cette perte d'énergie se caractérise par une diminution de la

pression dans le sens de I'écoulement.

dap
AP = — (E) Az
Cas de l'écoulement de Poiseuille IA p

mR* (dP) __________________
Qv == ——5—\7=

8n \dz B

D p------ < R >
Al L Zy

_ mR* (AP) 3 mR* (AP)
W="gn\az) "8y \'L

8 128
On trouve la loi de Poiseuille AP = vy — 19y
R4 D4

5.1. Pertes de charge linéaires

C'est la perte d'énergie d'un fluide qui s’é¢coule dans une conduite
rectiligne de section constante; elle est proportionnelle a la longueur L de la
conduite et elle est plus importante pour un écoulement turbulent que pour

un écoulement laminaire.

53



Chap. IV Dynamique des fluides incompressibles réels

e Cas d’un écoulement laminaire (formule de Poiseuille)

Reprenons la loi de Poiseuille;

) B )

“8p\dz) "8\ L
8n 32n
AP EUL=FUL
1 1 32
AP = = pv? - —vL
2 Tovz D?

AP—l 2(647})L
—2P"" \,up)D

ou apparait le nombre de Reynolds caractérisant 1'écoulement:

Ainsi la perte de charge s’écrit;

. 64 . . . ..
oul= — estun nombre sans dimension qui prend le nom de coefficient de

perte de charge linéaire ou réguliére. A partir de résultat, on peut écrire:

AP, = 2 pv2a t
L_va D

.. . . 64
En régime laminaire A = =
e Cas d’un écoulement turbulent

En 1932, Nikuradse mena des expériences pour étudier l'influence de la
rugosité (notée ¢) de paroi de conduites sur le profil de la vitesse de
I’écoulement. Pour cela, il colla sur la paroi des grains de sable de taille

calibrée grace a un tamis.
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La rugosité

- Dans un régime turbulent lisse (¢ = 0), 4000 < Re < 10°, on peut
utiliser la formule de Blasius
A =0,316- Re™%2°
- Dans un régime turbulent rugueux Re > 4000; Plusieurs formules de
calcul du coefficient A sont proposes par différents auteurs:

1) La formule de Colebrook

2l [ £ N 2,51
_— - 0
Va 913710 " Revd

2) Diagramme ou abaque de Moody

5.2. Pertes de charge singuliéres ou accidentelles

Quand la conduite subit de brusques variations de section ou de
direction; rétrécissement, élargissement, vanne, coude, clapet, (filtre,
débitmetre, échangeur ... il se produit des pertes de charge dites singuliéres;
elles sont généralement mesurables et font partie des caractéristiques de

l'installation.

Par exemple, en cas dun élargissement dune conduite, Cette perte de
charge peut étre se formuler en fonction de la pression cinétique de

l'écoulement:

1 S\2 s 21 2 S
oh =50 (1-5) ] 2
2

On introduit un coefficient sans dimension, fonction uniquement de la

géomeétrie de la singularité, en l'occurrence ici des sections amont et aval:

1, 51\’
AP =§pv1K K = (1——)
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Elargissement brusque

K=(1-8_8,) s,

S.

;

i

'I_I__r

Entrée de canalisation brusque
K=05

I_-r
—

Sortie de canalisation brusque
K=1

L

Divergent
K=1-55)sina
s, 22

-
fa

Entrée de canalisation progressive
K =004

;ﬂ
—

Convergent brusque

S
22
Voir figure * _L|_|_

-

— !

Coude brusque

. . e
K =sin*a+2sin’ 5

T\{u

Coude arrondi

K j[u,m- 1847(D/ R
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Figure *: Valeurs de K pour un convergent brusque
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6. Equation de Bernoulli pour un fluide réel
Lors d'un écoulement dun fluide réel d'un point (1) vers un point (2)

I’équation de Bernoulli s’écrit sous la forme:

1 1
Py +5pvi +pgzy = Py +5pvi + pgz, + Z (AP, + AF)
AP

AP représente la perte de charge totale en Pa
P, v P,

—+z=—+—+2z +Z(AH + AH,)
pg 29 ' pg 2 —

v3
29
AH représente la perte de charge totale en meétre

7. Equation de Bernoulli avec production d’énergie

Si Wj,représente le travail mécanique échangé entre le fluide et les
machines (éventuellement) placées entre les points 1 et 2, alors le théoréme

de Bernoulli prend la forme générale suivante:

1 1
Py +5pvi+pgz = Py +5pvi +pgzy + z (AP, + AR) + Wy,
AP

e W;, > 0 sila machine fournit de I'énergie au fluide (pompe)

e W, <0 sila machine recoit de 1'énergie du fluide (turbine)

e W, =0sientre 1 et?2iln'yapasde machine.
8. Couche limite

Quand un fluide visqueux en contact avec une paroi est en écoulement,
il y aura la formation d’une couche au voisinage de cette derniére appelée la
couche limite.

Dans la couche limite les forces de

viscosité sont plus significatives et la

vitesse varie, alors qu’en dehors de cette

couche la vitesse est uniforme et le fluide

couche
Linute

|
peut étre considéré comme parfait. & |
|

Obstacle
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